3.5. COMPLETEZ 105

3.5. Completez

Como vemos enseguida, en cualquier espacio métrico M tiene sentido el
que una sucesién {z,} C M sea de Cauchy.

Definicién 1 Una sucesion {z,} € M es de Cauchy, si para cada ¢ > 0
existe N € N tal que d(x,,x,,) <€ Ym,n > N.

El siguiente resultado se puede probar procediendo como en el caso de R.

Lema 1 Si {z,} es una sucesion convergente en M, entonces {z,} es de
Cauchy.

Una caracteristica muy importante de la convergencia en R es que se
cumple la implicacién reciproca a la del lema anterior, esto es, toda sucesién
de Cauchy en R converge. El siguiente es un ejemplo de un espacio métrico
donde esta implicaciéon no se cumpla.

Ejemplo 1 Sea M el intervalo (0, 1] con la métrica inducida por R y consid-
eremos la sucesion s = {1} C M. Para verificar que s es de Cauchy, demos
e > 0 y tomemos m,n € N. Entonces

11
2)-
n-m

Puesto que % — 0, podemos encontrar N € N tal que % <g5sik>N.
Luego, para m,n > N, de (1) resulta que d(%, %) < e. Esto prueba que s es
de Cauchy.

Veamos ahora que s no es convergente en M. Para ello procedemos por
contradiccion. Supongamos que s converge a p € M C R. Entonces p € Ry
p # 0. Por otra parte, ya que la métrica en M es la de R, concluimos que s
converge a p en R. Puesto que s = { %} converge a 0, la unicidad del limite

nos indica que p = 0. Lo cual es una contradiccion.
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Definicién 2 Un espacio métrico M es completo, si toda sucesiéon en M que
sea de Cauchy, es convergente.

Asi, los espacios métricos completos son aquellos espacios métricos donde
el criterio de Cauchy es valido.
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Usando bolas, en un espacio métrico M podemos definir cuando un conjunto
A C M es acotado.

Definiciéon 3 Un conjunto A C M es acotado, si existen x € M y r > 0
tales que A C V,.(z), es decir, d(a,z) < r,Va € A.

A continuacién estudiaremos algunas propiedades de las sucesiones de
Cauchy. La primera se puede establecer procediendo como en el caso de R.

Lema 2 Si{x;} C M es una sucesion de Cauchy, entonces {xy} es acotada.
La préoxima propiedad nos sera util.

Lema 3 Si {z,} C M es una sucesion de Cauchy y tiene una subsucesion
convergente, entonces {x,} es convergente.

Demostracién Supongamos que {,x)} es una subsucesién de {z,} que
converge a x € M. Veamos que z, — z. Consideremos ¢ > 0. De acuerdo a
la hipétesis, elijamos K € N tal que

d(xn(k),x) S sik Z K. (2)

N

Por otra parte, siendo {z,} una sucesién de Cauchy, existe N € N tal que
N = n(K)y
A, 2,) < 5 sim,n > N, (3)

Dadon > N, elijamos k € N tal que n(k) > n. Entonces n(k) > n(K), por
lo cual £ > K. Ademés, n(k) > n > N. Esto permite usar las desigualdades
en (2) y (3) para concluir que d(xp, ) < d(xy, Tpr)) + d(Tpw), ) <e. O

Propiedad de Bolzano-Weierstrass en R"

Hasta aqui no hemos considerado ninguna propiedad de R™ semejante al
axioma del supremo. La dificultad radica en que, no teniendo R™ un orden
como el de R, la nociéon de supremo no tendria propiedades similares. Sin
embargo, R™ posee una caracteristica muy importante que, en el caso de R,
es consecuencia del axioma del supremo. Se trata de la propiedad senalada
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por el teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual estableceremos a continuacion.
Como consecuencia obtendremos que R” es completo.
Sea x = (ay,...,ay). Directamente de la definicién de la norma euclidiana
resulta
a5l < Jlall, G=1,....m. (4)

Por otra parte en el lema 3.2 establecimos que

|zl < Vnllz(ls (5)

Antes de continuar conviene observar que una sucesion {z;} C R™ deter-
mina n sucesiones reales, que son las formadas por sus componentes. Esto es,
expresando xy = (ak1,...,aky), para cada j = 1,...,n resulta la sucesién
de las j-ésimas componentes {ay; }-

El siguiente resultado es importante pues expresa la equivalencia de la
convergencia vectorial con la convergencia por componentes.

Lema 4 Sean {zy} una sucesion en R", © € R" y xp = (ag1,...,0kn),
r = (ai,...,a,). Entonces x, — x si, y solo si, ap; — a;,Vj=1,... n.

Teorema 1 (de Bolzano-Weierstrass) Cualquier sucesion acotada en R™
posee una subsucesion convergente.

Demostracién Sea {z;} C R" una sucesién acotada, xy := (Tg1,...,Trn)-
Para extraer de {z;} una subsucesién convergente, procederemos por com-
ponentes. El argumento es sencillo, pero hay que tener especial cuidado al
elegir los indices para formar la subsucesién. Ya que |z ;< [|zk||, VK € N,
j=1,...,n, notemos que cada sucesiéon componente es acotada.

De acuerdo al teorema de Bolzano-Weierstrass en R, podemos encon-
trar una subsucesion {@y, ()1} de {xx1} de manera que , (m)1 — p1, para
algin p; € R. Pasando ahora a la segunda componente, fijémonos no en to-
da la sucesién {zy2}, sino inicamente en la subsucesién {y, ) 2}. Ya que
ésta sigue siendo acotada, al aplicar nuevamente el teorema de Bolzano-
Weierstrass obtenemos una subsucesion {Zp,(m)2} tal que Zp,om)2 — P2,
para algin p, € R. Siguiendo de esta forma, al cabo de n pasos habre-
mos construido una sucesién creciente {k,(m)} de nimeros naturales tal que
Tk, (m),j — Pj cuando m — oo, j = 1,...,n. Por el lema anterior, esto indica

que T, m)y = p=(P1,...,pn). O
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Corolario 1 R"™ es completo.

Demostracién Consideremos una sucesién de Cauchy {z;} C R", y ex-

presemos oy 1= (Tg1,...,Tkn), ¥k € N. Estableceremos que {x} converge
procediendo por componentes.
Fijemos j = 1,...,n. Para concluir que {z;;} también es de Cauchy,

basta considerar la desigualdad
| Tkj = Tyl < llwe — Tl

sefialada en (4. Usando ahora el criterio de Cauchy en R, existe a; € R tal que
zy; — a;. De acuerdo a (5), esto indica que {z}} converge ap := (ay, ..., ay).
O

Definicién 4 A un espacio normado que sea completo, lo llamaremos espa-
cio de Banach.

Ejemplo 2 En el corolario 1 establecimos que R™ es un espacio de Banach.

A continuacién extendemos a un espacio normado X el concepto conver-
gencia absoluta.

Definicién 5 Sea X un espacio normado. Una serie Y~ x, en X converge

absolutamente, si Y | ||z, | < co.

Si X es un espacio de Banach se sigue cumpliendo una propiedad que
ya conocemos en R y que se puedeestablecer de manera similar. Dejamos su
prueba a cargo del lector.

Proposiciéon 1 Si X es un espacio de Banach, entonces toda serie en X
que converge absolutamente, es convergente.

PENDIENTE PENDIENTE
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Observacién 1 Sean f: M — E y x € M. Supongamos que f es continua
en z y consideremos una sucesién {z,} C M tal que x, — z. El criterio por
sucesiones para continuidad indica entonces que f(x,) — f(x). Es decir,

lim f(z,) = f(lim z,).

n—oo n—oo

Coloquialmente, esto se expresa diciendo que el limite se puede “meter
)
dentro de la evaluacién”.
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