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3.9. Topologia

Consideremos un espacio métrico M y supongamos que d es otra métrica
en M tal que si z € M y {x,} es cualquier sucesién en M, se cumple que

d(x,,z) — 0 si, y solo si, d(z,,z) — 0.

Tomemos ahora cualquier espacio métrico E' y consideremos una funcion
f:+ M — E. Observemos entonces que

f es continua en p bajo d si, y solo si, lo es bajo d.

Esto nos lleva a reflexionar en el sentido de que la continuidad no depende
“esencialmente ”de la métrica involucrada, sino que permanece bajo ciertos
cambios. Esto sugiere la existencia de una estructura mas general bajo la cual
se puede estudiar la continuidad, lo cual conduce a la estructura abstracta
de espacio topologico. En nuestro caso s6lo nos ocuparemos, implicitamente,
de sus conceptos mas sencillos.

Las dos clases de subconjuntos de un espacio métrico M que estudiaremos
a continuacion, resultan ser de importancia fundamental.

Conjuntos abiertos

Definicién 1 Sean M un espacio métricoy A C M.

a) Un punto = € A es punto interior de A, si existe r > 0 tal que V,.(x) C A.
Al conjunto formado por los puntos interiores de A, lo llamaremos interior
de A y lo denotaremos por A°.

b) El conjunto A es un conjunto abierto si cada uno de sus puntos es un
punto interior.

Ejemplo 1 Dados a,b € R, notemos que el intervalo (a,b) C R es un con-
junto abierto. Asi, la definicién introducida es consistente con el uso acos-
tumbrado de ‘intervalo abierto’.

De manera maés general, se satisface:

Proposicién 1 Para cualquier x € M yr > 0, la bola V,.(x) es un conjunto
abierto.
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Demostracion De acuerdo a la definicién, hay que probar que cada punto
de V,(x) es un punto interior. Sea pues y € V,.(x). Debemos ahora encontrar
s > 0 tal que si d(z,y) < s, entonces d(z,z) <.

Consideremos s > 0 y z tal que d(z,y) < s. Luego

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < s+ d(y,x).

Entonces, tomando s :=r — d(y,x) > 0 se cumple entonces lo deseado. [

Proposiciéon 2 Para cualquier conjunto A C M se cumple:
i) A°C A y A° es abierto.
ii) Si B C A, entonces BY C A°.

iii) A es abierto si, y sdlo si, A= A°.

Demostracidn i) Claramente A° C A. Sea x € A°. Luego, existe r > 0 tal
que V,(z) C A. Siendo V,(x) un conjunto abierto, se sigue que V,(x) C A°.
Lo afirmado en ii) es claro y iii) se obtiene de i) y la proposicién 1 . O

Las siguientes son las propiedades bésicas de los conjuntos abiertos en un
espacio métrico M.

Teorema 1
1) El conjunto vacio ) y M son conjuntos abiertos.

ii) Si {V; : i € I} es una coleccion arbitraria de conjuntos abiertos en M,

entonces la union | J,.,; Vi es un conjunto abierto.

iii) St {V1,...,Vim} es una coleccion finita de conjuntos abiertos en M, en-
. ., n .

tonces la interseccion (,_, V; es abierto.

Demostracién Las propiedades i) y ii) son claras. Enseguida estableceremos
iii). Supongamos que Vi, ..., V,, forman una coleccién finita de abiertos en
M vy consideremos x € N7, V. Luego, para cada j =1,...,m, existe r; > 0
tal que V; () C Vj. Sea r := min{ry,...,r,} > 0. Entonces, V,(z) C V},
j=1,...,m,estoes, Vo(zr) SN, V;. O

Sea E cualquier conjunto. A una colecciéon 7 de subconjuntos de E con
las propiedades indicadas para los conjuntos abiertos en el lema anterior, se
le llama topologia y se dice que (E,T) es un espacio topoldgico.
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De esta manera, el teorema 1 indica que toda métrica induce de manera
natural una topologia. En otras palabras, todo espacio métrico es un espacio
topoldgico. Como veremos, la importancia de esto es que algunos de los con-
ceptos o propiedades que estamos analizando no dependen especificamente
de la métrica involucrada, sino de la topologia correspondiente.

Ejemplo 2 La interseccién de una coleccion infinita de conjuntos abiertos
puede no ser un conjunto abierto.

Desarrollo Consideremos a R con su métrica candnica. Para cada n € N,
sea V,, el intervalo (—% 1), Claramente cada conjunto V,, es abierto en R.

‘n

Sin embargo, su interseccién N,enVy, = {0} no es abierto.

Conjuntos cerrados

Notacion Dado un conjunto A C M, designaremos por A¢ su complemento
respecto de M, esto es
A¢ =M\ A.

Definicién 2 Sea M un espacio métrico. Un conjunto A C M es cerrado, si
A€ es un conjunto abierto.

En correspondencia con las de los conjuntos abiertos, las siguientes son
las propiedades basicas de los conjuntos cerrados.

Proposicién 3
1) 0 y M son conjuntos cerrados.

ii) 51 {Cy : a € I} es cualquier coleccion (no vacia) de conjuntos cerrados
en M, entonces (,c; Ca es cerrado.

iii) Si {C,...,Cyn} es una coleccion finita de conjuntos cerrados en M, en-
tonces |J—, C; es cerrado
=1 :

Demostracién Puesto que M y ) son conjuntos abiertos, resulta que @) y
M son cerrados. Usando las leyes de De Morgan, las propiedades ii) y iii) se
siguen de las propiedades correspondientes de los conjuntos abiertos. Como
ejemplo, probaremos iii).

iii) Veamos que (|J;_, C;)° es un conjunto abierto. Utilizando una de las
leyes de De Morgan, resulta que

(Uq):ﬂq. (1)

Jj=1
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Ya que cada conjunto Cf es abierto y hay un nimero finito de ellos, su in-
terseccion sigue siendo un conjunto abierto. [J

Definicién 3 Sea M un espacio métrico. La cerradura de A
conjunto formado por aquellos puntos z € M tales que V,.(x)NA #
La cerradura de A se denotard por A.

C M es el
0, Vr

> 0.

Proposicion 4 Para cualquier conjunto A C M se cumple:
i) AC Ay A es cerrado.
ii) Si B C A, entonces B C A.

iii) A es cerrado si, y sélo si, A = A.

Demostracién i) La contencién A C A es clara. Para concluir que A es cera-
do, probaremos enseguida que A° es un conjunto abierto. Para esto tomemos
z € A°. Por definicién, existe entonces r > 0 tal que V,(z) N A = (). Ya que
V,.(x) es abierto, esto implica que V,(z) C A. Asi, 2 es punto interior de A".

Claramente se cumple lo senalado en ii).

iii) De acuerdo con i), sélo falta probar que si A es cerrado, entonces
A = A. Para esto basta establecer que A C A. Lo cual equivale a que
A¢ C A°. Tomemos pues z € A°. Por la hipétesis, A¢ es un conjunto abierto.
Luego, existe r > 0 tal que V,(z) C A°, esto es, Vi(z) N A = 0. Asi, z € A",

Ejemplo 3
1) Sean a, b € R. El intervalo [a, b] es entonces cerrado en R. Asi, la definicién
introducida es consistente con el uso acostumbrado de ‘intervalo cerrado’.

2) Puesto que Z¢ es abierto en R con su métrica usual, el conjunto de niimeros
enteros Z es cerrado.

3) Cualquier subconjunto finito de un espacio métrico es cerrado.

Demostraciéon Sea A C M un conjunto finito. Ya que la unién finita de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, basta considerar el caso en que
A ={z}, donde x € M.

Sea pues x € M. Para establecer que {x}° es abierto tomemos y € {x}°.
Luego r = d(x,y) > 0. Por consiguiente Vx (y) C {z}. Esto prueba que y es
punto interior de {x}°. O
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A continuacién describiremos mediante sucesiones convergentes la cerra-
du-ra de un conjunto A C M.

Proposicion 5 Sea A C M. Las siguientes propiedades son equivalentes:
i)z e A

ii) Erxiste una sucesion {x,} C A tal que x, — x.

Demostracién i) = ii) Sea # € A. Luego V,(x)NA # (), Vr > 0. Tomando
r = < para cada n € N, existe entonces z,, € Vi () N A. Luego {z,} C Ay
la desigualdad d(z, z,) < %, Vn € N, implica que x,, — x.

ii) = 1) Supongamos ahora que {z,} C A es una sucesién tal que
x, — . Sea r > 0. Entonces existe N € N de manera que d(zy,x) < r. Por
lo tanto, zx € V()N A. O

Corolario 1 (Criterio por sucesiones para la cerradura) Sea A C M.
Si para cualquier sucesion {x,} C A que es convergente (en M) se cumple
que lim,, ..z, € A, entonces A es cerrado.

Observacién 1 Sea A C R un conjunto no-vacio. Luego, existen sucesiones
{a,},{bn} C A tales que a,, — inf A y b, — sup A. Usando la proposicién 5
se obtiene entonces lo siguiente:

i) Si A es cerrado y estd acotado superiormente, entonces sup A € A.

ii) Si A es cerrado y estd acotado inferiormente, entonces inf A € A.

Proposicién 6 Seanr >0 yp € M. Entonces la bola B.(p) es un conjunto
cerrado.

Demostracién Para establecer que B,(p) es cerrado usaremos el criterio por
sucesiones (corolario 1). Consideremos entonces una sucesiéon {z,} C B,(p)
y x € M tal que x,, — z. Puesto que d(z,,p) < r, al hacer n — oo y tener
presente la continuidad de la métrica resulta d(z,p) < r. Asi, z € B.(p). O
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