ANALISIS II: TAREA 3

A continuacién E es un espacio topoldgico y V un espacio vectorial.
Cuando corresponda, prueba lo indicado.

1. Sean E y F espacios topologicos, f : E — F y A, B C FE conjuntos ce-
rrados tales que £ = AU B. Si las restricciones f |4 y f|p son continuas,
entonces f es continua.

2. Para cada n € N, sea f, : R — R definida por f,(z) := ——. Encuentra

1+nz? "
f(z) :==lim, o fu(z), Vo € Ry determina si la convergencia es uniforme.

3. Fijemos a € R tal que |a|] < 1y definamos f(z) = 7 a" cosnz, Vz € R.
La funcion f es de clase C.

Definicién Sea V' un espacio vectorial. Para cada A € R la dilatacion por A
es la funcién M) : V — V definida por M)(z) := Ax.
4. Si A # 0, entonces M) : V — V es un isomorfismo.
5. Sea V' # {0} un espacio vectorial de dimensién finita y {vq,-- , v, } una

base suya. Fijemos j = 1,--- ,m, y definamos ¢;(>_}", ayvx) = a;. Observa
que @; : V — R estd bien definida y verifica que es lineal.

Definicién Sea V' un espacio vectorial y K C V un conjunto convexo. Una
funciéon f : K — R es convera, si siempre que a,b € K y t € [0,1] resulta

f((L=tla+1b) < (1—1)f(a) +1f(b).

6. Sea K C V un conjunto convexo. Si f: K — R, es una funcién convexa y
x1,...,o, € K, entonces f(tixy+ -+ tpx,) < tif(x1) + -+ tof(z,) para
cualquier combinacién convexa t1xq + - -+ + t,x, de x1, ..., x,.

7 Verifica las propiedades basicas del producto escalar en R™.

8. Sean x,y € R™, x # 0. Entonces ||z +y||2 = ||z||2+||y||2 si, y sélo si, y = Az
donde A > 0.

9. Bosqueja geométricamente la bola unitaria Bx en los siguientes casos:
a) X = (R [ - [|)-
b) X = (R[] - [[1)-

10. Sean A C R™ y B C R"™. Si A y B son cerrados, entonces AxB C R™"
es cerrado.



Definicién Sea X un espacio vectorial. Dos normas en X, || - ||o ¥ || - [|», son
equivalentes, si existen C, Cy > 0 tales que Cy||z||o < ||z|lp < Col|z|q, 2 € X.

11. Determina si las normas en R™ || - ||; v || - |2 son equivalentes.

Definicién Un conjunto A C FE es arco-conexo, si para cualquier par de
puntos x,y € E existe una curva « : [0,1] — E tal que a(0) =z y a(1) = y.

12. Un conjunto arco-conexo es conexo.

Para resolver y entregarse el miércoles 13 de febrero, 2018.



