ANALISIS II: TAREA 13

Cuando no se indique otra cosa, E' es un espacio topoldgico, M es un
espacio métrico y X un espacio normado. En cada caso prueba lo indicado.

1. Sean K C R"™ un conjunto convexo y f : K — R. Entonces f es una
funcién convexa si, y sélo si, S = {(z,y) : x € K, f(z) <y} CR"™ es un
conjunto convexo.

Definicién Sean M un espacio métrico, z € M y A C M. La distancia de x
al conjunto A es d(x, A) := inf{d(z,y) : y € A}, siendo inf ¢ = co.

2.51 AC My A# ¢, entonces |dist(x, A) — dist(y, A)| < d(z,y),z,y € R™.
3. (Teorema de Dini) Sea {f,} € C([0,1]) tal que f,41 < fu,Vn € Ny
f =1lim,_. f, es continua. Tomemos g, = f,, — f, Vn € N.

i) Sea € > 0. Para cada x € |0, 1], prueba que existe N(z) € Ny r(z) > 0 tal
que siy € [0,1] y y € V,(x), entonces 0 < gn()(y) < €

ii) Dado € > 0, prueba que existe N € N tal que 0 < gn(y) <€, Vy € [0,1].
iii) Concluye que g, — 0, esto es, f, — f.

4. El grupo GL(n) no es conexo.

5. A C FE es abierto y cerrado si, y solo si, FrA = ¢.

6. Sean A, B C R" conjuntos rectificables. Si f € Int(A) y B C A, entonces
fAf:fo+fB\Af'

Definicién Sea X un espacio normado. Una funcién s : [a,b] — X es escalo-
nada, si existe una particion P := {xy, ..., z,} de [a, b], tal que s es constante
en cada subintervalo abierto I}, = (xg_1,2%),k =1,...,n.

7. 51 f : [a,b] — X es continua, entonces existe una sucesiéon {s,} de fun-
. u
ciones escalonadas, s, : [a,b] — X, tal que s, — f.

8. Encuentra una familia de funciones que sea equicontinua y no sea pun-
tualmente acotada.

1
Gn—1

9. Considera en R la sucesién definida por ag = %, a, =1+ , n e N.

Prueba que {a,} converge y calcula su limite.

10. Sea f : R* — R, (tg, o) € R% Si f es continua, y g—i existe y es acotada en
R2, prueba que la solucién del problema fli—f = f(t,x), z(tg) = xo, estd defini-

da en R. (Sug.: Considera la prueba del tma. de existencia y unicidad.)



11. Sean K un espacio métrico compactoy F, F,, : K — K,Vn € N. Supon-
gamos que, para cada n € N, 2, € K es un punto fijo de F,. Si F, = F,
entonces F' tiene un punto fijo.

12*. Sean U C R" un abierto, z € Uy f: U — R"™. Si f es derivable en x
y D f(x) es invertible, entonces existe r > 0 tal que f(z+h) # f(z), [|h|| < .

Para revisar y entregarse el viernes 14 de mayo, 2021.



SUGERENCIAS

12*. Prueba la contrapositiva: Supén que existe una sucesiéon {h;} tal que

hy # 0,k € N hy — 0y f(z+hy) = f(x),k € N. Prueba que D f(z) (h_k”)—> 0

(17,

y observa que {”Z—’Z”} tiene una subsucesion convergente.



