INTEGRAL DE BOCHNER: Tarea 4

1. Sea ) un espacio medible, A C 2 y E un espacio topolédgico. Si f: Q2 — FE
es medible, prueba que f4 también lo es.

2. Sea R* = {—00} UR U {o0}. Denotemos por 7 la topologia usual de R y
tomemos V_,, = {[—00,a) : a € R}, Voo = {(b,00] : b € R}.

Definimos que un conjunto W C R* es abierto si, para cada p € W, existe
VeETUY UV, tal que p € V. .C W. Prueba: i) Lo anterior define una
topologia en R*. ii) R* es compacto. iii) R es abierto y denso en R*. iv) La
topologia inducida por R* en R es su topologia usual.

3. Sea () un espacio medible. Si f : Q — ¢y es débilmente medible, prueba
que f es medible. (Obs.: ¢y consiste de las sucesiones convergentes a cero.)
4. Sea €2 un espacio medible no-vacio, X y Y espacios normado,y T : X — Y
un operador lineal acotado. Dada f : 2 — X definamos Lf =Tof:Q —Y.
Se obtiene asi un operador L : F(, X) — F(Q,Y). Prueba: i) L es lineal.
ii) Si f € B(,X), entonces T o f € B(Q,Y) y el operador lineal
L:B(2,X) — B(9,Y) es acotado.

5. Sea €2 un espacio medible. Si s,t : 2 — K son funciones simples, prueba
que su producto st también lo es.

6. Sea (2,3, 1) un espacio de medida. Prueba que la coleccién de conjuntos
con medida o-finita es un g-anillo.

7. Sea (£, %, 1) un espacio con medida o-finita y A C . Si para cada B € ¥
se cumple que ANB € Xy u(ANB) =0, prueba que A € ¥y u(A) = 0.
8. Sea f : R — R una funcién Lebesgue-medible no-negativa y consideremos
la medida yiy(A) = [, f. Encuentra una funcién f tal que: i) u; sea finita.
ii) pf no sea o-finita.

9. Sea R un c-anillo en € que no es o-algebra y 1 : R — [0, 00] una medi-
da en R. (Misma definicién que en el caso de una o-dlgebra.) i) Si A C Q,
prueba que no puede ocurrir que A € Ry A€ R.ii) Eno(R) ={A C Q:
AeRo A€ R} definamos v(A) = u(A) si Ae Ry v(A) = oo si A° € R.
Prueba que v es una medida que es extensién de pu.

10. Sea (€2,%, ) un espacio de medida, X un espacio normado, A € K
VY [0 fasgn 0 & — X, Vn e N.Si f, — f vy g, — g ct.p., prueba:
1) Af, = Af ctop. ii) fu+ 9. — f+ g ctp.

11.Seaa,b € R, a<b, I =la,bly f: I — R.Si fesderivable y su derivada
es acotada, prueba que f preserva conjuntos de medida de Lebesgue cero.

Para revisar y entregarse el jueves 4 de marzo, 2010.



