INTEGRAL DE BOCHNER: Tarea 5

1. Sea (£2,%) un espacio medible y u : ¥ — [0, 00]. Si u(0) = 0, p es aditiva
y p es o-subaditiva, prueba que p es una medida.

2. Sea X un espacio normado y A C X. Si A es separable, prueba que
KA ={Xa: €K, ae€ A} es separable.

3. Sea () un espacio medible y X un espacio normado. Si f : Q — K es medi-
ble y g : 2 — X es medible con rango separable, prueba que fg es medible.

4. Sea E un espacio topolégico vy A C E. Si A es separable, prueba que A es
separable.

5. Sea E un espacio topolégico y A, C E, Vn € N. Si A, es separable,
prueba que | J -, A, es separable.

6. Sea p una medida en 2, XY espacios normados, f: ) — X, g: Q=Y
y h:Q — X xY definida por h = (f,g).1) Si fy g son escalonadas, prueba
que h es escalonada. ii) Si f y g son p-medibles, prueba que h es p-medible.

7. Sea (€2, 3, 1) un espacio de medida. Prueba que €2 es o-finito si, y sélo si,
X = Xq es p-medible.

8. Prueba la linealidad de la integral para funciones p-escalonadas.

9. Sea (€,%,u un espacio de medida, X un espacio normado y A € X.
Entonces (A, X4, pa) es un espacio de medida. Si f € St(€2, X), entonces
fa € St(A, X). Prueba que [, fadpa = [ fraydp.

10. Sea a,b € Ry f : [a,b] — R de clase C'. Si f'(z) # 0, Vz € [a,b],

prueba que f es M, — M medible. (M denota la o-algebra formada por
los subconjuntos de R que son Lebesgue-medibles.)

Para revisar y entregarse el jueves 11 de marzo, 2010.



