INTEGRAL DE BOCHNER: Tarea 6

1. Sea R una coleccién de subconjuntos de 2. Prueba: i) Si R es un anillo,
entonces el algebra generada por R es a(R) ={ACQ: A€ R o A€ R}
ii) Si R es un o-anillo, entonces a(R) = o(R).

2. Sea ) un espacio medible y f,, : Q@ — R tal que | f,,| < C, Vn € N, donde
C > 0. Si cada f,, es medible, prueba que la funcién g(z) = sup,cy fu(x)
también es medible.

3. Si P es un polinomio, prueba que P : (R, M) — (R, M) es medible.

4. Sea (£2,%) un espacio medible, u y v medidas en ¥ y A > 0. Prueba: i)
i+ vy Ap son medidas ii) Si gy v son o-finitas, entonces p + p es o-finita.

Definicién Una medida p es semifinita, si cada conjunto medible de me-
dida infinita, contiene conjuntos medibles de medida finita arbitrariamente
grande.

5. Si 4 es una medida, prueba que p se puede expresar como p = fiy + 2,
donde p; es una medida semifinita y uo es una medida que sélo toma los va-
lores 0 e co. (Sug.: p1(A) = sup{u(B) : B es medible , B C A, u(B) < oo}.
6. Sea (€2,X%, 1) un espacio de medida y X, Y espacios normados. Si s €
St(Q,X)yT € B(X,Y), prueba que Tos € St(Q,Y) y [, Tosdu =T [, sdp.
7. Sea (£, %, 1 un espacio de medida, X un espacio normadoy f: Q — X.
Si {€,,} es una coleccién de conjuntos medibles tal que Q@ = J,—, Q, y f es
p-medible en cada €2, prueba que f es p-medible.

Definicién Sea (2, %, ;) un espacio de medida y X un espacio normado.
Una funcién f : Q2 — X es débilmente p-medible, si para cada z* € X* se
cumple que z*f : 2 — K es p-medible.

8. 51 f:Q — X es p-medible, prueba que f es débilmente p-medible.

9. Sea X un espacio normado y D = {z, : n € N} C X. Por el teore-
ma de Hahn-Banach, para cada n € N sea z € X* tal que |[zf|| = 1y
(T, %) = ||2,]|. Prueba que ||z| = sup,,cy | (2, 2,)|, Vo € D.

10. Sea X un espacio normado. Prueba que la coleccién formada por las suce-
siones en X que son de Cauchy, con las operaciones usuales entre sucesiones,
es un espacio vectorial.

11. Prueba que £!(1, X) es un espacio vectorial.

El viernes 19 de marzo se realizard el primer examen parcial.
Para revisar y entregarse el martes 23 de marzo, 2009.



