INTEGRAL DE BOCHNER: Tarea 12

Sea K C [0, 1] el conjunto de Cantor, h la funcién ternaria de Cantor y
f(z) = x + h(x). Prueba:

1. La funcién f : [0,1] — [0, 2] es un homeomorfismo.
2. La medida de f(K) es 1. (Sug. : considera la medida de f([0, 1]\ K)).

3. La funcién f no preserva conjuntos Lebesgue-medibles. (Sug.: si A C R es
medible y A(A) > 0, entonces existe B C A tal que B no es medible.)

4. Si X tiene dimensién finita, prueba que el subespacio de L*>(u, X') forma-
do por las funciones que son simples, es denso en L (u, X).

5. Sea (2, %, 1) un espacio de medida finita y f € L*(u, X). Dado € > 0,
prueba que existe s € St(u, X)y A € ¥ tal que pu(A) < ey |f— s||B(AC) <e.

6. Sea (2,%, 1) un espacio de medida. Si p es completa y f es p-medible,
prueba que f es medible.

7. Sea p* una medida exterior en Q y A, B C . Si A es p*-medible y
w (AAB) = 0, prueba que B es p*-medible y u(A) = u(B).

Sea f : R — R una funcién mondtona-creciente.
8. Prueba que p1} es una medida exterior en R.
Definicién Si A, B son conjuntos, AAB = (A\ B)U (B\ A).

9.5i A C R es un conjunto pj-medible, prueba que existen conjuntos B, D C
R tales que A= B\ D, B es un conjunto G5y D € N(u).

10. Prueba las férmulas para ji¢((a,b]) v pr((a,b)) indicadas en clase.

Definicién Sean A C R", || - || la norma euclidiana en R, § > 0y s > 0.

a) El diametro de A es |A| =sup{|lz —y| : z,y € A}.

b) Una 0-cubierta de A es una colecciéon numerable {A;} de subconjuntos de
R™ tal que A C |~ A; v |44 <4, VjeN.

c) Definimos  Hj(A) = mf{d 72, | Aj*: {A;} es d-cubierta de A}.

11. Prueba que H§ es una medida exterior en R".
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