MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE: TAREA 14

Cuando corresponda (£2,Y) es un espacio medible y, de ser el caso, u es
una medida definida en 3.

1. Sea M un espacio métrico. i) Si f : M — R es semicontinua inferiormente,
entonces f es Borel-medible.
ii) Encuentra una funcién semicontinua inferiormente que no sea continua.

2. Para cada n € N sea x, : R — R la funcién caracteristica de [—n,n].
Determina si la sucesion de funciones {1y, } converge en L'.

3. Si{fn}y f son como en el teorema de convergencia dominada, entonces
fo— [ en Li(p).

4. Sea f :1]0,1] x [0,1] — R una funcién acotada y supongamos que, para ca-
da z,y € [0,1], las funciones y— f(z,y), z — f(z,y) son continuas. Prueba
que la funcién F(x fo x,y)dy, 0 < x < 1, es continua. En particular,
si f es continua, entonces F' es continua.

Definicién La transformada de Fourier de f € L(R") es la funcién
f : R" = C definida por f = Jgn € <" f(s)ds, donde i* = —1y

(- ) es el producto escalar en R”
5.Si f € L(R"), entonces f estd bien definida, es acotada y continua.

6. Sife LRy fo = 0 para cualquier conjunto compacto K C R",
entonces f = 0 c.t.p.

7. Sea EC R™. Si m*"(E) = m.(F) < 0o, entonces E es medible.

Definicién Sean U y V abiertos en R™. Una biyeccién g : U — V es un
difeomorfismo de clase C' si g y g~! son de clase C*.

8. Sean U y V abiertos en R™. Si g : U — V es un difeomorfismo de clase
C!, entonces g y g~! son M — M-medibles.

9. Determina si para cualquier funcién M — M-medible T": R — R siempre
se cumple que mry < m, donde m es la medida de Lebesgue en R.

10. Sean S un semianillo de conjuntos en €2y y S, un semianillo en §25. Prue-

ba que §(81,8s) := {AxB: A€ S;,B € Sy} es un semianillo en €y <.

Notaciéon Sean X, y ¥, o-algebras en €y y 2o, respectivamente. Entonces
Yo ® Xg es la o-dlgebra en ) xQy generada por {AxB: A € 3y, B € ¥}
11. B(R/*F) = B(R7) @ B(R¥).

Para entregarse el jueves 18 de noviembre, 2021.



