MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE: TAREA 4
Enseguida 2 es un conjunto arbitrario. En cada caso prueba lo indicado.

1.Sean f: A— B, g: B— C'y E un conjunto. Entonces
(go /)~HE) = g™ (E)).

2. Sea {A,, : n € N} C Q. Si los conjuntos A,, son disjuntos entre si, encuen-
tra lim,,_.o x4, . Justifica tu respuesta.

3. Sea A C R. Si m*(A) =0, entonces A° es denso en R.

4*. Si E € M(R) y 0 < ¢ < m(F), entonces existe un conjunto medible
A C E tal que m(A) =c.

5. (Continuacién del ejercicio 3.7.) Dados E € ¥ y A C B donde u(B) = 0,
definamos fi(E U A) := p(FE). Entonces 11 es una medidaen ¥, = pen Xy
el espacio (2,3, 1) es completo.

6. Sea 0 < a < 1 y modifiquemos el proceso seguido para la construccion del
conjunto de Cantor como sigue. Tomemos Ky = [0, 1] y supongamos haber
definido Ky, ..., K,,, de manera que K, consiste de un nimero finito interva-
los cerrados de igual longitud. Dividamos cada intervalo de K, nuevamente
en 3 subintervalos, pero ahora de forma que la longitud del intervalo abierto
de enmedio sea {,, donde ¢y, = § y £, = Z’gl, Vn € N. Eliminando todos
estos intervalos abiertos de K, obtenemos K, ;. Entonces K = N2, K,, es

compacto y m(K)=1—a > 0.

7. Sean p* una medida exterior en 2, T': €2 — €2 una biyeccién y 0 < k < oo.
Si p* (T(A)) = ku*(A),YA C Q, entonces Ty T~! preservan conjuntos
¥ (p*)-medibles.

8*. Si £ C R es medible y m(E) > 0, entonces m(E + Q) = oc.

Definicién Sean f : () — E y X una o-édlgebra en (). Definimos entonces
Y, o={ACE: 1A ex}.

9. La coleccién ¢ es una o-algebra en E. De esta manera, partiendo de una
o-algebra en el dominio de f se obtiene otra o-algebra en su contradominio.

Definicién Sea E un espacio topoldgico. Un conjunto A C FE es Gj, si existe
una familia de abiertos {V}, : n € N} tal que A =N, V.

10*. Sea M un espacio métrico (no-vacio). El conjunto de puntos donde una
funcion f : M — R es continua es un conjunto G y por lo tanto es boreliano.



11. Sea s : {2 — R. Si es medible y sélo toma un nimero finito de valores,
prueba que s se expresa como s = ZnN:1 an XA, donde ay,...,...,ay € Ry
Ay, ..., Ay son conjuntos medibles.

Para entregarse el jueves 9 de septiembre, 2021.



SUGERENCIAS

4*. Ten presente el teorema del valor intermedio.

8*. Considera primero un caso sencillo.

10*. Para cada N € N considera el conjunto formado por todos los puntos
x € M para los cuales existe r > 0 tal que si u,v € V,.(x), entonces se cumple

() = f()] < %



