
MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE: TAREA 9

Cuando corresponda (Ω,Σ) es un espacio medible y, de ser el caso, µ es
una medida definida en Σ.

1. Sean V un espacio vectorial y W un subespacio vectorial de V . Dados
x, y ∈ V definamos x ∼ y si x− y ∈ W . Entonces:

i) ∼ define una relación de equivalencia en V .

ii) Con las operaciones definidas mediante representantes, el espacio cociente
V/W es un espacio vectorial, al cual llamaremos espacio vectorial cociente.

2. Sean Ω1 y Ω2 conjuntos. Si A,B ⊆ Ω1 y D,E ⊆ Ω2, entonces:

i) (A ∪B)×D = (A×D) ∪ (B×D), A×(D ∪ E) = (A×D) ∪ (A×E).

ii) (A×D) ∩ (B×E) = (A ∩B)×(D ∩ E).

3. Sean f ∈ L0(Σ)+ y µf su medida asociada. Entonces∫
Ω
g dµf =

∫
Ω
gfdµ, ∀ g ∈ L0(Σ)+.

Definición Sea (Ω,Σ) un espacio medible. Una función ν : Σ → R es una
medida escalar, si ν es σ-aditiva.

4. Sea ν una medida escalar en (Ω,Σ). Prueba:

i) ν(ϕ) = 0.

ii) ν es aditiva.

iii Sea {En}∞n=1 ⊆ Σ. Si En ⊆ En+1, ∀n ∈ N, entonces ν(∪∞
n=1En) =

ĺımn→∞ ν(En).

5. Sea f ∈ L0(Σ). Si existen E ∈ Σ y 0 < C < ∞ tales que |f | ≤ C c.t.p. en
E y µ(E) < ∞, entonces f es integrable en E.

6. Si f, g ∈ L(µ), entonces f ∧ g y f ∨ g ∈ L(µ).

7. Sea f : Ω → R∗. Si Ω = A ∪B, donde A y B son conjuntos medibles, y f
es integrable tanto en A como en B, entonces f es integrable.

8. Si f ∈ L(µ) y
∫
B
f = 0,∀B ∈ Σ, entonces f = 0 µ-c.t.p.

9. Sea f ∈ L0(Σ). Si existe g ∈ L(µ) tal que g ≤ f entonces f es semiinte-
grable y

∫
Ω
g ≤

∫
Ω
f .

Definición Para f ∈ L(µ) definamos ∥f∥1 :=
∫
Ω
|f |.

10. Sean f, g ∈ L(µ) y λ ∈ R. Se cumple entonces ∥f + g∥1 ≤ ∥f∥1 + ∥g∥1 y
∥λf∥1 = |λ|∥f∥1.



11.Seaχn la función caracteŕıstica del intervalo [n, n+1) y fn := 1
n
χn,∀n ∈ N.

i) Encuentra ĺımn→∞ fn. ii) Verifica que ĺımn→∞
∫
R fn =

∫
R ĺımn→∞ fn.

iii) Prueba que no existe g ∈ L(R) tal que, para cada n ∈ N, |fn| ≤ g c.t.p.

iv) ¿ Qué indica lo anterior respecto al teorema de convergencia dominada?

Para revisar y entregarse el jueves 14 de octubre, 2021.


