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1. Introducciéon

El teorema fundamental del Célculo consta de dos partes:

i) Si f :[a,b] — R es continua, entonces

%/j f(s)ds = f(x), Y € [a,b].

ii) Si ¢ : [a,b] — R tiene derivada continua, entonces

oa) = gla) = [ (s)ds, ¥ € o]

La integral anterior es la integral de Riemann. Si esta integral se extiende a
una clase mas amplia de funciones, es natural esperar que el teorema funda-
mental del Céalculo también. A continuacién veremos cémo se logra ésto.

2. Medida de Lebesgue

En 1901 Henri Lebesgue construyé la integral que lleva su nombre y
que generalizé la integral definida por Bernhard Riemann en 1854 [5, 6, §].
Su punto de partida fue el encontrar una clase amplia de conjuntos que se
pudieran medir y llamados por ello "medibles”. La presentacion que seguire-
mos es equivalente con la de Lebesgue y fue establecida por Constantin
Carathéodory en 1918 [3,5]. Respecto a la de Lebesgue, tiene la ventaja de
que se puede generalizar con mayor facilidad y explicar mas rapidamente.

Consideremos a,b € R, a < b. Naturalmente, la medida del intervalo
abierto I = (a,b) es

m(I)=b—a.

Definicién 1 La medida exterior de A C R es

m*(A) = inf {Zm([n)} ,

donde el infimo se toma sobre todas las colecciones de intervalos abiertos
I,, n €N, tales que A C |, I,..



Las siguientes propiedades de la medida exterior son muy ttiles:
1)0 <m*(F) < 0.
2) (Monotonia) Si A C B C R, entonces m*(A4) < m*(B).
3) (o-subaditividad) Si A, C R, entonces m* (>~ A,) <> o0 m*(A,).

Definicién 2 Un conjunto E C R es medible, si
m*(A) =m*(ANE)+m"(A\E), VACR.

En este caso su medida es m(E) = m*(E).

A continuacién indicamos las propiedades basicas de los conjuntos medi-
bles [1,2,4].

Teorema 1
i) 0 y R son conjuntos medibles.
i1) Si E C R es medible, entonces E° medible.

iii) Si {E, : n € N} es una coleccion de subconjuntos medibles, entonces
Unen En es medible.

i) Si {E, : n € N} es una coleccion de subconjuntos medibles disjuntos,
entonces -
m(|J En) =) m(E,).
neN n=1

v) Si U C R es abierto, entonces U es medible.

Observacién 1 Sea A C R. Si m*(A) < oo, entonces dado € > 0, existe un
abierto U tal que A C Uy m(U) < m*(A) +e.

Demostracién A partir de la hipdtesis se obtiene una coleccién {I,} de
intervalos abiertos acotados tal que A C | J0—, I, y > o, m(1,) < m*(A) +e.
Tomando U = J,, I, se cumple lo afirmado. O



Conjuntos de medida cero

Definicién 3 Un conjunto E C R tiene medida cero si m*(E) = 0. Es decir,
si para cada € > 0, existe una coleccién de intervalos abiertos {I,, : n € N}:

EC D I, im([n) < €.
n=1 n=1

Si E C Ry m*(E) =0, es sencillo verificar que E es medible. Ademds:
1) Si Ey, ..., E,,...tienen medida cero, entonces U | F,, tiene medida cero.
2) m({p}) =0, Vp e R.

3) Si E es numerable, entonces m(E) = 0. En particular, el conjunto Q de
numeros racionales tiene medida cero.

Lema de recubrimiento de Vitali

Demostraremos a continuacién un teorema establecido por Giuseppe Vi-
tali en 1908 [10]. Este indica que de cierta clase de cubiertas (llamadas ahora
de Vitali) de un conjunto A C R se puede extraer una subcolecciéon numer-
able y formada por conjuntos ajenos, que cubre a A excepto por un conjunto
de medida cero. La prueba que presentaremos es debida a Stefan Banach [9,
p. 335].

Sea C una coleccién de intervalos cerrados y acotados, cada uno de longi-
tud positiva. Diremos que C es una cubierta de Vitali de A C R si, para cada
x € Ay para cada € > 0 existe un intervalo I € C tal que x € [ 'y m(I) <.

Ejemplo 1 La coleccién C formada por todos los intervalos [a, b] donde a,b
son numeros racionales y a < b, es una cubierta de Vitali de R.

Observacién 2 Supongamos que C es una cubierta de Vitali de A C Ry
que U C R es un conjunto abierto. Entonces

Co={leC:ICU}

es una cubierta de Vitali de AN U. En particular, si A C U, entonces Cy es
una cubierta de Vitali de A.

Demostraciéon Consideremos x € ANU y € > 0. Puesto que U es abierto,
existe r > 0 tal que r < ey [x —r,x + r] C U. Usando ahora la hipdtesis
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obtenemos un intervalo I € C tal que m(I) < ry x € I. Luego, si y € I se
cumple que
|z —y| <r.

Esto indica que I € Cy. 0O

Lema 1 (de recubrimiento de Vitali) Sea A C R. Si m*(A) < o0 y C
es una cubierta de Vitali de A, entonces existe una coleccion numerable C =
{I;: ¢ € L} CC de intervalos disjuntos tal que

m* (A\ U @) = 0. (1)

lel

Ademds, para cada € > 0 existe una coleccion finita {Iy,--- , I,} C Cy tal que

m (A \ O Q) <e 2)

Demostracién Fijemos un conjunto abierto U C R tal que m(U) < oo y
A C U. Asimismo, supondremos que I C U, VI € C.

Definiremos los intervalos I, procediendo inductivamente. Como /; tome-
mos cualquier I € C. Supongamos en seguida que ya se eligié una coleccion
de intervalos disjuntos Iy,---,1, € C. Si A C Uy_,I,; la conclusién es clara.
De lo contrario, consideremos el conjunto

Co={leC:In (U, I) =0}

y definamos
kn, =sup{m(I): I € C,}.

Como | J,_, I; C U es cerrado, a partir de la observacién anterior resulta
que C, # (. Luego, 0 < k, < oo. Tomamos ahora como I,,; cualquier

intervalo en 7, tal que
1

Si el procedimiento anterior termina en algin “paso’n, la conclusién es
clara. De lo contrario, se obtiene una coleccién {I, : £ € N} C C de intervalos
disjuntos. Probaremos ahora (2).



Sea € > 0. Ya que J,2, Iy C U, se cumple que »_,°, m(I;) <m(U) < oo.
Luego, existe n € N tal que

l=n+1

[S2 N e)

Sea z € B\ (U, Ir). Como |J,_, I; es cerrado, existe I € C, tal que x € I.
SiINl;=0V{=n+1,..., apartir de (3) resulta que m(I,) > @ > 0,
V{=n+1,.... Esto implicarfa que »_,°, m(I;) = oo, lo cual no es posible.
Tomemos entonces N como el menor natural tal que I NIy # (). Observemos
que N>n—+1y

m([) S ]{IN,1 S QTTL(IN)

Fijemos p € I NIy y sea py el punto medio de Iy. Entonces, cuando
x € I se cumple

|z —pn| <z —pl + [p—pn| <m(]) +

Esto indica que x pertenece al intervalo Jy, cuyo punto medio es py y de
longitud total 5m(Iy). Asi, A\ (Uy_; 1) C U, 1 Je. Por lo tanto,

m* (A\(O ]g)) < i m(Jy) =5 i": m(1ly) <e.
=1

f=n+1 f=n+1

Como A\ (U2, Ir) € A\ (Uj—; Lr), de lo recién establecido se sigue que
m* (A\ (U2, Ir) <e. Siendo € > 0 arbitrario, se obtiene (1). O

3. Integral de Lebesgue
En adelante, £ C R es siempre un conjunto medible, lo mismo que A C E.

Definicién 4
a) Una funcién f : E — R* es medible, si para cada t € R, el conjunto

{xeE: f(x) <t}

es medible.



b) Dos funciones f, g : E — R* son iguales en casi todas partes, si
m({x € E: f(z)) # g(x)}) = 0.
En este caso escribimos f = g c.t.p.

Teorema 2 Sea NeR y f,q,f,: F —R* VneN.

i) Si f y g son medibles, entonces f + g y A\f también lo son.
ii) Si cada f, es medible y f,, — f, entonces f es medible.
iii) Si f es medible y g = f c.t.p., entonces g es medible.

Definiciéon 5
a) La funcion caracteristica de A C E es

xa(x)=1siz € A, xa(z)=0size E\ A
b) Una funcién simple medible s : E'— R es una de la forma
8(1’) = a1Xp, t+ 0t nXE,,

donde ay,...,a, € Ry Ei,..., F, C F son medibles. Su integral es
/ s=aym(Ey) + -+ aym(Ey).
E

c¢) La integral de una funcién medible y no-negativa f : E — R*, es

/ f Esup{/ s : s es simple medible, 0 < s < f} .
E E
Dada f: EF — R, definamos f, y f_ por

S (@) = méx{f(x),0}, f-(z) = méx{—f(z),0}.

A fy sele llama la parte positiva de f y f_ es su parte parte negativa.
Es sencillo verificar que:

D=/
2) f es medible si, y sélo si, fy y f_ lo son.

Definicién 6 Un funcién medible f : E — R* es integrable, si fy y f_ lo

son. En este caso
széﬁ—éﬂ.



En adelante denotaremos por L(E) el conjunto formado por las funciones
f+ E — R que son integrables.
Las siguientes son propiedades basicas de la integral de Lebesgue.

Teorema 3
i) (Linealidad) Si f,g € L(E) y k € R, entonces f + g, kf € L(E) y

Jura=[r+[a [br=k]r

ii) Sea f : E — R* medible. Entonces, f € L(E) si, y sdlo si, | f| € L(E).
iii) (Aditividad respecto al dominio de integracion) Si {E, : n € N} es una
coleccion de subconjuntos medibles disjuntos, y f es integrable en | J - Ey,

entonces
o0

/u;o_lEn = z::l En !

n

w) Sig=f ctp yfeLl(E), entoncesge LIE) y [L9=[p[.
v) (Monotonia) Si f,g € L(E) y f < g, entonces [, [ < [, 9.
i) Si f € L(E), entonces el conjunto {x :| f(x)|= oo} tiene medida cero.

Teorema 4 (Lema de Fatou) Sea f, : E — [0,00],Vn € N, una sucesion
de funciones medibles. Si f, — f c.t.p., entonces

/ lim fn < h’nlinf/ fn-
4. Derivabilidad c.t.p.

Sabemos que una funcién continua, definida en un intervalo, puede no ser
derivable. Por ejemplo, la funcion valor absoluto

V() =[], = €R,

no es derivable en x = 0. A partir de ella podemos, sin dificultad, construir
una funciéon que no sea derivable en n puntos distintos.

Durante gran parte del siglo XIX se pensé que la continuidad implicaba
derivabilidad, excepto en “pocos”puntos. Causando gran sorpresa, en 1872
Karl Weierstrass construyé una funciéon continua que en ningin punto es
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derivable [11]. Esto condujo a dejar de lado la continuidad y buscar otra
propiedad que implicara lo buscado. Con la introducciéon de la medida de
Lebesgue, se busca que “pocos”puntos signifique que el conjunto donde la
funcién no sea derivable tenga medida cero.

Sorprendentemente, la propiedad clave para resolver la cuestion planteada
resulto ser la de monotonia.

5. Funciones mondtonas

En todo lo que sigue, cuando no se indique otra cosa, I sera siempre
un intervalo con mas de un punto. Cuando I = (a,b), entenderemos que
a,b € R* y a < b. El conjunto de puntos interiores de I se denotara por I°.

Definicién 7 Sea f: 1 — R.
a) f es mondtona-creciente, si
w,x €l w<z= f(w) < f(x).
b) f es mondtona-decreciente, si
wx €l, w<z = f(w)> f(z).
c) f es mondtona, si es mondtona-creciente o mondtona-decreciente.
Ejemplo 2 Sea f : [a,b] — [0,00] una funcién integrable y definamos

F(x) = fax f, a < x < b. Consideremos a < w < z < b. Empleando el
teorema 3, resulta

Fa)-Fw)= [ 1= [ 1= ["1=0

Lo cual indica que F' es una funcién monoétona-creciente.

Sea f: I — R yp e I. Cuando los limites laterales correspondientes
existan, usaremos la notacion

f) = lim f(z), f(p) = lim f(z).

I—)p+ T—p

Lema 2 Sea f: 1 — R una funcion mondtona-creciente.

i) Sip € I°, entonces existen f(p~) y f(p). Ademds, siw,x € I yp € (w,x),
entonces

fw®) <flp7) < flp) < flp*) < fla). (4)
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i) Sia,bel ya<w <z <...<w, <z, <b, entonces

n

> (flay) = flwy)) < f(b) = [(a).

=1
Demostracién i) Probaremos que

fp™) =sup{f(q): g€ I,q<p} (5)
f) =mf{f(q):qel:p<q}. (6)

Tomemos A = {q € I : ¢ < p}. Como f es mondtona-creciente, observemos
que f(p) es cota superior de f(A). Luego, s = sup f(A) € R. Sea e > 0. Por la
definicién de s, existe gy € A tal que s —e < f(qp). Tomemos § = p — qo > 0.
Ya que f es mondtona-creciente, se cumple

s—e< flq)<s, sigg=p+d<q<p.

Esto prueba (5). La prueba de (6) es anéloga.

Estableceremos ahora las desigualdades senaladas en (4). Usando que f
es mondtona-creciente, de (5) se obtiene que f(p~) < f(p), y de (6) resulta
que f(p™) > f(p). Consideremos ahora w € I, w < p. Empleando (5) y (6)
encontramos que

flw™) =mf{f(q):qel, w<q} = mf{f(q):qel,w<qg<p}
< sup{f(q) :w <q<p}=flp).

La desigualdad f(pT) < f(z7) se demuestra de forma similar.
ii) Seana,belya<w; <z; <...<w, <z, <b. Siendo f mondtona
creciente, resulta

D () = fw) = 3 (f@ngor = f(wayin))
= [flan) = ) (f(wjnr) = f(x5)) = f(wr)

< flaa) = flwr) < f(0) = fla). O

Observacién 3 Naturalmente, si ¢ : I — R es una funcién mondtona-
decreciente se tiene un resultado correspondiente al anterior. Dejamos al
lector su enunciado.

3
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Teorema 5 Sea f: 1 — R. Si f es mondtona, entonces el conjunto de sus
discontinuidades es numerable (finito o contable).

Demostracion Denotemos por D el conjunto de discontinuidades de f.
Supongamos que x € D. Luego f(z7) — f(x~) > 0, por lo cual podemos
elegir ¢, € QN (f(z7), f(z+)). Usando ahora el lema 1 se sigue que la
correspondencia de D en Q@) definida por x — ¢, es 1-1. Esto permite
concluir que D es numerable .

Supongamos ahora que f es mondtona-decreciente. Entonces la funcién
— f es monoétona-creciente y tiene las mismas discontinuidades que f. Apli-
cando lo recién establecido, se sigue que el conjunto de discontinuidades de
f es numerable. [

6. Derivada de una funcion mondétona

En 1904 Lebesgue establecié que si f es una funcién monétona continua,
entonces f es derivable c.t.p. [7]. Siete anos después William Henry Young
probé6 que la condicién de continuidad no se requiere [9, p. 206], como se
apreciara en esta seccion.

Los siguientes conceptos desempenan para una funciéon un papel seme-
jante al que el liminf y el lim sup tienen respecto a una sucesion.

Definicién 8 Sea I un intervalo, g: I — R y p € I°. Entonces

a) limsupy, .+ g(h) = infsoosup{g(h) : 0 < h —p < d}.

b) iminf, .+ g(h) = sups-o inf{g(h) : 0 < h —p < d}.

c) limsupy, - g(h) = infssgsup{g(h) : 0 < p—h < §}.

d) liminf, ,,- g(h) = sups-oinf{g(h) : 0 <p —h < §}.
Observemos que

liminf g(h) < limsup g(h), h’hm igfg(h) < limsup g(h). (7)
—p

h—p~ h—p— h—pt

Sea L € R*. Como en el caso del limite de una sucesion, la igualdad
lim,_,, g(z) = L, donde L € R*, equivale a

limsup g(h) = h’hm i{rlfg(h) = limsup g(h) = liminf g(h) = L.
—p

h—pt h—p~ h—p~
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Ejemplo 3 Sea x la funcién caracteristica de Q y p € R. Puesto que en
cada intervalo abierto no vacio hay ntimeros racionales, resulta

limsup x(h) = inf sup{x(h) : 0 < h—p <} = inf{1} = 1.
>0 >0

h—p™*
Asimismo, se cumple que

liminf x(h) =0, limsup x(h) = 1, liminf x(h) = 0.

h*’p+ h—)p_ h*’pi

El siguiente ejemplo ilustra el uso de los conceptos anteriores y muestra
cémo las cubiertas de Vitali aparecen de forma natural.

Ejemplo 4 Seag: I — Ry u,veR.
1) Consideremos el conjunto

A={pel:v<limsupg(h)}.
h—pt

y tomemos p € A. Directamente de la definicion, se sigue que para cualquier
d > 0 suficientemente pequeno se cumple que v < sup{g(h) :p < h <p+9d}.
Luego, en tal caso podemos encontrar h € (p,p + d) tal que g(h) > v. Esto
muestra que la colecciom

C=A{[p,hl:p,hel, p<h, v<g(h)}

es una cubierta de Vitali de A.
2) Consideremos ahora el conjunto

B ={pe I,liminf g(h) < u}.
h—pt

y tomemos p € B. Directamente de la definicién, se obtiene que inf{g(h) :
p < h <p+0} < u para cualquier § > 0 suficientemente pequeno. Luego, en
tal caso es posible encontrar h € (p,p + 0) tal que g(h) < u. Esto muestra
que la coleccion

C={[p,h]l :p,hel, p<h, gh) <u}

es una cubierta de Vitali de B.
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Usaremos en seguida los conceptos anteriores para estudiar el cociente de
incrementos en x de f: funciéon

flx+h) - fx)
h

Definicién 9 Sea I un intervalo, f : I — Ry o € I°. Definimos:

g(h) =

, h#0.

a) La derivada superior derecha en x como

D% f(x) = limsup Jwth) - f(x)
h—0Tt h

b) La derivada inferior derecha en x como

Dy o) = i L€ R =10

¢) La derivada superior izquierda en x como

D™ f(x) = limsup fle+h) - f(z)
h—0~ h

d) La derivada inferior izquierda en x como

D f(a) = timjur L IO g L= T 20

En los resultados que estableceremos a continuacién requerimos saber que
la medida de Lebesgue en R tiene también las siguientes propiedades.

Teorema 6 Sea E C R un conjunto medible. Entonces

i) —E y E+y,Yy € R, son conjuntos medibles. Ademds,
m(—FE)=m(E)=m(E+y), Vy e R.
ii) Si f € L(E) yy € R, entonces g(s) = f(s+y) € LIE—y) y
Fly + s)ds = / ;.
E—y E

Lema 3 Si para cualquier funcion mondtona creciente g : [c,d] — R se
cumple que Dtg < D_g c.t.p., entonces para cualquier funcién mondtona-
creciente f : [a,b] — R se cumple

0<D'f=D.f=D f=D_f ctp.
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Demostracién Sea f : [a,b] — R una funcién mondtona-creciente. Se
cumple entonces 0 < DV f y resta probar que

DYf <D_f <D f <D,f <D"fctp.

La primera de las desigualdades anteriores se cumple por hipdtesis. La se-
gunda y la cuarta se cumplen para cualquier funcién. Asi, sélo falta establecer
la tercera desigualdad:

D f <D,f ct.p. (8)

Definamos la funcién g por g(x) = — f(—=z), YV € [-b, —a]. Notemos que
g sigue siendo monoétona-creciente. Sea h > 0. Observando que

g(—z+h)—glx) _ flx)—flz—h)

h n h
g(—2) —g(—w—h) _ flz+h)—f()
h h ’

resulta que DTg(—x) = D™ f(x) y D_g(—x) = D, f(x). Haciendo uso del
teorema anterior y de la hipdtesis se obtiene (8). [

Teorema 7 Sea f : [a,b] — R. Si f es mondtona-creciente, entonces f es
derivable c.t.p. Ademds, f' >0 c.t.p., f' es medible y

/ 1< F) — f(a).

Demostracién Sea g : [c,d] — R una funcién monétona-creciente. En virtud
del lema anterior, probaremos primero que el conjunto

E={x€(c,d): D_g(x) < D g(z)} tiene medida cero. 9)
Para cada u,v € Q consideremos el conjunto
E., = {z€(c,d): D_g(x) <u<v< Dtg(x)}.

Como la coleccion de estos conjuntos E, , es numerable y £ es la uniéon de
ellos, para concluir que m(E) = 0 basta probar que m*(E, ,) =0, Vu,v € Q.
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Sean u,v € Q. A continuacién construiremos dos cubiertas de Vitali para
el conjunto £, ,. Consideremos z € F, ,. Entonces

g(x) —g(x—h)
h

u> D_g(xz) =sup inf{
5>0

:0<h<5}. (10)

Luego, u > inf{wh(“h) : 0 < h < ¢}, para cualquier § > 0 suficien-

temente pequeno. Esto implica que existen nimeros h que son positivos y
arbitrariamente pequenos tales que [x — h,z] C (¢,d) y g(z) — g(z — h) < uh.
Notemos que la coleccién C, de los intervalos correspondientes [z — h, x] es
una cubierta de Vitali de £, ,.

Como z € E,, también se cumple que

glx +k) —g(x)
k

v<D+g(x):(1gggsup{ :0<k<5}. (11)

i

mente pequeno. Esto implica que existen nimeros k que son positivos y
arbitrariamente pequeflos tales que [,z + k] C (¢,d) y vk < g(x + k) — g(z).
Notemos que la coleccién C, de los intervalos correspondientes [z, x + k] es
una cubierta de Vitali de £, ,.

Sea 1 = m*(E,,). Para establecer que p = 0, consideremos € > 0.
Elijamos después un conjunto abierto W C (¢, d) tal que E,, C W'y
m(W) < u+ e. Hemos visto que la subcoleccién de C,, formada por aquellos
intervalos contenidos en W forman una cubierta de Vitali para F,,. Luego,
aplicando el lema 1 junto con el lema de recubrimiento de Vitali se obtiene
una familia finita de intervalos disjuntos I, = [z, — hq,z,], r = 1,...,n,
que estan contenidos en Wy cumplen que m*(E,, \ U-_, 1) < e. Hagamos
A=FE,,N (U, I). Entonces, por la subaditividad de m*, resulta

Luego, v < sup {w 0<k< (5} para cualquier o > 0 suficiente-

m*(A) > p—m* (B \ | J L) > p—e

r=1

Por la definicién de los nimeros h > 0, observemos que al sumar sobre estos
intervalos, se obtiene

n

> (g(zy) = glzr — ) Sud by <um(W) <u(p+e).  (12)

j=1
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Por otra parte, sea Ag el subconjunto de A que consiste de aquellos puntos
que no son extremo de alguno de los intervalos I, ..., I,. La subcoleccién

de C, formada por aquellos intervalos contenidos en Ur , I? forma entonces

una cubierta de Vitali de Ag. De esta subcoleccién, usando nuevamente el
lema 1 junto con el lema de recubrimiento de Vitali, podemos elegir una
familia finita de intervalos disjuntos Js = [ys,ys + ks, s =1,...,N, que
estan contenidos en U 1 1 9y tales que

m*(A\ | J) =m* (A \ |J /o) <«

Tomemos B = AN (UJY, J,). Entonces
m*(B) > m*(A) —e > u— 2e.

Luego, al sumar sobre todos estos intervalos resulta

N

D (g(ys + k) —glys)) = v> ke >vm*(B) > v(n—2e).  (13)

s=1

Observemos que cada intervalo Js estd contenido en algtin intervalo I,.. Asi,
para cada r = 1,...,n, al sumar sobre aquellos s tales que J; C [, y utilizar
el lema 2 , se obtiene

Z (g(ys + ks) - g(ys>) < g(:cr) — g(xT — hr)
JsClIr
Por lo tanto
N

S (olys + k) — §j )= gz, — hy)). (14)

s=1

De acuerdo con (12)-(14), esto implica v(p — 2¢) < u(u+¢€). Haciendo € — 0,
resulta v 4 < up. Ya que u < v, concluimos que p = 0.
De (9) y el lema 3 se sigue que

o) = i L1 = 1)

estd definida c.t.p. en [a, b], aunque pudiera tomar a co como valor. Por lo
tanto, f serd derivable cuando £ sea finita.
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Hagamos X
ka(2) = n(fx + ) = f(2)), Vo € la,b],

donde f(t) = f(b) cuando t > b. Ya que f es medible, también lo es la funcién
x— f(x+ %) Esto implica que k, también es medible. Puesto que k, — k
c.t.p., se sigue que k es medible. Ademas, siendo f mondtona-creciente, se
cumple que k, > 0,V n € N. Luego, aplicando el lema de Fatou, se concluye

que
b b b 1
/ k:gh'minf/ kn:h'minfn/ <f(a:+ﬁ)—f($)) (15)

Usando ahora el teorema 6, resulta

Empleando esto en (15), se obtiene que fab k < f(b) — f(a). Esto indica que k
es integrable y, por consiguiente, k es finita c.t.p. Por lo tanto, f es derivable
ctp.yk=f ctp O

7. Derivacion de una integral

Dada una funcién integrable f : [a,b] — R, definamos la funcién

F(m)E/xf, a<xz<b.

A continuacién estudiaremos la funcién F'. El siguiente resultado se puede
probar como en el caso de la integral de Riemann.

Lema 4 Sea p € [a,b]. Si f es continua en p, entonces F'(p) = f(p).

Segun lo establecido en el ejemplo 2 las funciones

Fl(ac)E/:er, Fg(m)E/axf,agxgb

son monotonas-crecientes. Aplicando el teorema 7, concluimos que F} y Fy
son derivables c.t.p. Luego, también lo es F = F} — F;3. Ademas, de dicho
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teorema se sigue también que la derivada de F' es integrable en [a, b]. Defi-
namos

0, cuando no exista -

Lf(z) = { F'(x), cuando exista

Para establecer que Lf = f c.t.p. utilizaremos el siguiente resultado.
Lema 5 fab |Lf| < fab | fl, Vf € L[a,b].
Demostracion Notemos que

F'(z) = F{(x) — Fy(z) c.t.p., F{(z) >0, Fy(x) >0 c.t.p..
Luego, | F'| < F| + F} c.t.p. y, por lo tanto,

b b b
/a | F| g/a F1’+/a F;.
De aqui, al usar el teorema 7 resulta
/b | F'| < Fi(b) — Fi(a) + F2(b) — Fa(a) = /bf+ + /bf’_-
Ya que | f| = f+ + f_, esto implica lo deseado. O

Teorema 8 Sea f : [a,b] — R integrable y F(x) = f: f. Entonces I es
derivable c.t.p. y F' = f c.t.p..

Demostracién Consideremos C|a, b], el conjunto de funciones continuas g :
la,b] — R. A continuacién emplearemos que Cfa, b] es denso en L(FE).

Elijamos ahora una sucesion { f,}C|a, ] tal que ff | f — fu]— 0. Por el
lema 4, Lf,, = f,. Asimismo, notemos que L(f, — f) = Lf, —Lf = f,—Lf
c.t.p.. Luego,

/:!f—Lf| < /ablf—fn|+/ab!fn—Lf|

_ /ab|f—fn!+/ab!L(fn—f)|,

b
< 2/ f—ful, YnEN.

Haciendo ahora n — oo resulta | f — Lf|= 0 c.t.p.. De aqui se obtiene la
conclusién. [
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