OPERADORES LINEALES ACOTADOS: TAREA 6

1. Sea X # {0} un espacio normado real. Determina si la funcién ||z + iy|| :=
max{||z||, [|y||} es una norma en la complejificacién Xc.

2. Sea H un espacio de Hilbert. Si A:= {e,} C H es una sucesién ortonor-
mal, describe la cerradura de espg(A).

A continuacién, X es un espacio normado, F es un espacio topolégico
y q es el exponente conjugado de p € [1, o).

3. (Criterio M de Weierstrass.) Sea {f,} C C(E,X). Si, para cada n € N,
existe M, > 0 tal que || f,(2)|| < M,,Vz € E,y Y>> M, < oo, prueba que
f(x):=>2"" fu(x) define una funcién continua.

4. Sean s € Esc([a,b,X) yP:a =2y <2y <--- < x, = b su particién
asociada, de manera que s toma el valor constante a;, en cada subinterva-
lo (zg_1,21), k = 1,...,n. Definamos entonces ¢(s):= Y ,_, ayAy, donde
Ap:=xp —x)_1. Kk =1,...,n. Prueba que ¢ es un funcional lineal acotado
en Esc([a, b], X) (con la norma del supremo).

5.Sean 1 <p<ooya€S. Siasc(t, Vs e (P, prueba que s € (9.
6. Encuentra (T;)" € L£(¢9), donde T : {7 — (7 se defini6 en el ejercicio 5.6.

7. Sean ¢1,...,p, € X* y definamos T : X — K" por Tx:= (o1, ..., 0n).
Si 1, ..., p, son linealmente independientes, prueba que T es suprayectiva.
(Sug.: Considera T".)

8. Sea A un algebra y {A, : @ € J} una familia no vacia de subdlgebras de
A. Prueba que N,er A, es también una subalgebra de A.

Definicién Sea A un élgebra. El dlgebra generada por B C A es A(B):= NE,
donde la interseccion se toma sobre todas las subalgebras F C A tales que
B C E. Si A tiene elemento identidad e, definimos el dlgebra con identidad
generada por B como la generada por el conjunto B U {e}.

9. Sea A un algebra con identidad. i) Prueba que el édlgebra con identidad
generada por x € A, es P(x):= {P(z) : P € P(K)} y que ésta dlgebra es
conmutativa. ii) Describe el dlgebra generada por x € A.



10. Si A es una matriz de orden n (con entradas en K), prueba que existe un
polinomio P tal que P(A) = 0.

11. Dado r > 0, tomemos D,:={2 € C:|z| <r}. Si fe H(D,)y ||T|| <,
indica cémo se puede definir f(7"). (Justifica tu respuesta.)

Definicién Sea (A, +,-) un anillo. Un conjunto M C A es un ideal (bilate-
ral) si cumple: 0 € M; si x,y € M, entonces x +y € M; si x € M, entonces
—x € M;siye€ A, x € M, entonces xy, yr € M.

12. Sean A un &dlgebra y M C A. i) Prueba que M es un ideal si, y sélo si,
M es una subalgebra de Ay six € M, y € A, se cumple que zy, yr € M.
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