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1. Sean Z un espacio vectorial y V,W subespacios de Z. Si codimV < ∞ y
codimW < ∞, prueba que codimV ∩ W < ∞. (Sug.: Considera la función
x →

(
[x]Z/V , [x]Z/W

)
.

2. Si X es un espacio de Banach real, prueba que XC (con la norma definida
en el ejercicio 7.1.) es completo.

En seguida X y Y son espacios normados y A es un álgebra de Banach.

3. Sea T ∈ L(X) y S la colección de todos los operadores S ∈ L(X) que
conmutan con T . Prueba que N(T ) y R(T ) son invariantes bajo S.
4. (Véase el ejercicio 7.4.) i) Sean c, d ∈ R tales que a ≤ c < d ≤ b. Si
f ∈ Esc([a, b], X). prueba que (su restricción) f ∈ Esc([c, d], X). ii) Sea

c ∈ (a, b). Si f ∈ E, prueba que
∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f .

5. Sean x,w ∈ A. Si x y w conmutan, prueba que ew+x = ewex. Concluye que
cada ex es invertible.

6. Sean A y B álgebras. Si h : A → B es un homomorfismo, prueba que
h−1(0) es un ideal.

Notación Denotaremos por F (X, Y ) el conjunto operadores T ∈ L(X, Y )
que son de rango finito y F (X) := F (X,X).

7. Prueba: i) F (X, Y ) es un subespacio de L(X, Y ). ii) F (X) es un ideal.

8. Sean X := C[0, 1], T : X → X el operador de Volterra, f ∈ X y n ∈ N.
Prueba: i) T nf(x) = 1

(n−1)!

∫ x

0
f(s)(x− s)n−1ds.

ii) T nf es n veces continuamente derivable y dn

dxnT
nf = f .

9. Sea s := {an} ⊂ K una sucesión tal que |an| = 1, ∀n ∈ N. Dada x :=
{bn} ⊂ ℓ2, definamos Usx := {anbn}. Prueba que Us ∈ ℓ2 y que Us : ℓ

2 → ℓ2

es un operador unitario.

10. Determina σπ(T ), σc(T ) y σr(T ) para el operador lineal T : ℓ2 → ℓ2

definido por T (x1, x2, . . .) := (x2, x3, . . .).

11. Sea T ∈ L(X). Prueba que las siguientes propiedades son equivalentes:
i) rs(T ) < 1 ii) Existe N ∈ N tal que ∥TN∥ < 1. iii) ĺımn→∞ T n = 0.

12. Sea T ∈ L(X) y R(λ) := (T − λI)−1, ∀λ ∈ ρ(T ). Si λ0 ∈ ρ(T ) y

|λ− λ0|< ∥R(λ0)∥
−1
, prueba que R(λ)−R(λ0) = (λ− λ0)R(λ)R(λ0).
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