OPERADORES LINEALES ACOTADOS: TAREA 12

1. (Tma. fundamental del calculo.) Sean I := [a,b] un intervalo, f € C(I, X)
y F:1— X.SiF'(t)= f(t),Vt € I, prueba que f;f(s)ds = F(b) — F(a).
2. Sean X y Y espacios de Banach y 7" : X — Y un operador lineal. Si

existen C >0y K € L(X,Y) tal que ||Tz|| < C||Kz||, Vo € X, prueba que
T es compacto.

3. Sean a,b € R tales que a < by K : [a,b]> — K una funcién continua.
Prueba que Tk, el operador lineal con nicleo K, es un operador compacto

de Cla,b] en Cla,b]

Definicién Sea H un espacio de Hilbert separable. Un operador T' € L(H)
es de Hilbert-Schmidt, si H tiene una base ortonormal {e, : n € N} tal que

2 nen [Ten||* < oo

4. Si T € L(H) es de Hilbert-Schmidt, prueba que T es compacto.

5. Sea X un espacio normado. Si P € £(X) es una proyeccién, prueba que
P’ también lo es y encuentra R(P’).

6. Si P € L(X) es una proyeccién, encuentra o(P).

7. Sea X := (' y considera T'(x1,...,2p,...):= (x1,...,2,...). Observa que
T € L(X) y prueba que a(T) # B(T").

8. SeaT € LIX,Y). Si X =V@&WyTes1-1en V, prueha que o(T) <
dim V.

9.51 T € F(X), prueba que o(F) es finito.

10. Sean p € [1,00|, X := ¢, {a,} C K una sucesién acotada y T' € L(X)
definido por T{z,}:= {a,x,}. Si T es compacto, prueba que a, — 0.

11. Sean T' € L(X). Si V C X es un subespacio invariante bajo T'y x € V,
prueba que V' contiene al espacio generado por los iterados T"x,n =0,1,.. ..

12. Sean T € L(C") y B = {ey,...,e,} una base ortonormal de C". Si
A = (a;;) es la matriz de T respecto de B, prueba que la matriz de T*
respecto de esa misma base es B = (b; ;), donde b; ; = @;,.
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