OPERADORES LINEALES ACOTADOS: TAREA 13

1. Sean V un espacio vectorial y T : V' — V una funcién tal que para ca-
da z # 0, existe A(x) # 0 tal que Tx = A(x)x. Si T es lineal, prueba que
Tr=cx,VreX.

En seguida X y Y son espacios de Banach y H un espacio de Hilbert.

2.8eaT € L(X,Y).Si f € E:=Esc([a, b, X), prueba que T'f € Esc([a,b],Y)
y T [} f(s)ds = [, (Tf)(s)ds.

Definicién Sean X y Y espacios de Banach. Dados s:= {a,} € /!, {¢,} C
Bx+y {yn} C By,aT:=> " ay(yn, ® @y,) le llamaremos operador nuclear.

3. Prueba que un operador nuclear: i) Esté bien definido. ii) Es compacto.

4. Sea I C R un intervalo compacto no-vacio. Prueba que la inclusion de

CH(I) en C(I) es compacta (|| fl] oy == max{|[fl| . I/l .}-)-

5. Sean X un espacio normado, T € L(X) y n € N. Si T""! = T" prueba
que X = N(T™) @ R(T™).

6. Prueba que ®,(X,Y’) es un conjunto abierto.

7. Sean X un espacio normado, T' € L£(X) y V un subespacio de X. Si V es
invariante bajo T, prueba que V+ C X* lo es bajo T".

8. Sea H un espacio de Hilbert real. Si T" € L(H), prueba que (1¢)* = (T%)c.

9. Sean T € L(H) y R(T,\) :== (T — MX)™, VX € p(T). Prueba que
R(T,p)* = R(T*,70),¥ pu € p(T).

10. Prueba que I + T*T es invertible, VI € L(H).

11. Sean H := (*(C),s:= {a,} € ¢y M, : H — H el operador definido
por My({b,}):= {a,b,}. 1) Verifica que (M,)* = Ms. ii) Concluye que M; es
autoadjunto si, y sélo si, s es real.

12. Si T € L(H), prueba que su funcién cuadratica es continua.
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