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Resumen 1. Dada una sucesion {a,} de escalares,
el operador de Cesaro (o de promedios) C' le asocia la
sucesion {b,}, donde b, = %
este trabajo se presentardn algunas de sus propiedades

y consideraremos la sucesion de iterados {C*a}.

El Operador de Cesaro

A lo largo de este trabajo K=R oK =Cy S de-
notard el espacio vectorial formado por las sucesiones
en K. El n-ésimo término de a € S siempre se deno-
tard por a, y en ocasiones también por a(n).

Dada una sucesién a € S, denotemos por b la suce-
sién determinada por

ag+...+ay

b, =
n+1

0,1,...

)

y definamos Ca = b. Al operador C' : S — S obtenido
de esta forma lo llamaremos el operador de Cesaro. Es
sencillo verificar que C' es lineal.
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Espacios Clasicos de Sucesiones

A continuacién introduciremos los subespacios de S
donde analizaremos el operador de Cesaro. Antes de
esto es conveniente recordar que un espacio vectorial
X (sobre K) provisto de una norma || - || es un espacio
de Banach, si es completo bajo esta norma.

Los siguientes subespacios de S, con las normas que
se indican, son espacios de Banach [4, Section 1.5].

1) £ ={a €S :aesacotada},
lalle = sup{lan|: n=0,1,...}.

2) ¢ = {a € S: a es convergente}.
Como ¢ es un subespacio de £*°, en ¢ consideramos
la norma || - [|co-

,n=0,1,.... Bn 3) ¢y = {a€c:aconverge a0}

Naturalmente, siendo ¢y un subespacio de ¢ también
tiene la norma || - | o-

4) Sea 1 < p < co. Entonces,
@ = {seS:|sll, < oo},
1

Islle = (2021 lanf?)?.

Comportamiento en Estos Espacios

Nos interesa ahora describir el comportamiento de C'
en los espacios clde sucesiones.

Definicién 1. Sean X y Y espacios normados y S :
X — Y un operador lineal. La norma de S es

151l
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Cuando ||S|| < oo, se dice que el operador lineal S es
acotado. Esto equivale a que S sea continuo [4, Section
2.7].

Notacion En lo que resta del trabajo, C, C., Cy
y Cp indicaran la restricciéon del operador de Cesaro a
£%°, ¢, ¢o y £P, respectivamente.

Teorema 1 (Cesaro, 1890).
i) o) ey |0 =1.

i) C(c) C cylimCa =lima, Ya € c. Ademds, ||C.|| =
1.

iii) C(co) C co y ||Col| = 1.
Demostracion. i) Sea a € £ y b= Ca. Entonces

ag + - + an
n+1 |
lao] + - + | an]
n+1
llallco, m=0,1,....

|bn‘ = |

IN

De aqui, después de tomar el supremo sobre los |b,|, se
obtiene
ICallos < flalloo, ¥a € .

Esto indica que C({>) C {>* y ||C] < 1.

Para establecer la otra desigualdad y asi obtener la
conclusién, tomemos ey = (1,0,...,0,...,) y notemos
que [leolloc = 1y

1 1
Ceo=(1,=,...,—,...).
eO ( ) 27 ) n’ )
Luego,
ICNl = lICeolloe = 1. (1)

ii) Sea a € ¢y tomemos L = lima = lim,_ o ap-
Para probar que lim Ca = L, consideremos n € N y
observemos que, para N € N tal que n > N se cumple

Z?:o a; Z L)
n4+1 n7+1

Sea n > N;. Entonces, a partir de (2)) y lo anterior,
resulta

e (n—N)e
< -+ - < e

Z?:o aj
2 n+1 2

n+1

- L

Esto prueba que L = lim Ca.

Como C, es la restriccién de C al espacio c,
se cumple que ||C.|| IC|| < 1. Por otra parte,
el elemento en ¢ utilizado para establecer (1))
pertenece al espacio ¢y C c¢. De aqui se sigue que
[Cell = [ Coll = 1. O

Hemos visto que C(eg)
lleollr = 1, l|Ceollr =

= (1, %, ;’,) Luego,

oo. Esto indica que

oY) ¢t

A continuacién estableceremos que el operador de
Cesaro preserva los espacios P, 1 < p < oo [3, Section
9.8], por lo cual el caso de ¢! es excepcional. Para ello
es necesario introducir algunos conceptos adicionales.
Dado p € [l,00], su exponente conjugado q = q(p)
estd definido por la condicién %—i—% = 1. Asi, ¢(1) = o0,
q(oo) =1y q(p) = p% si 1 < p < oo. Las siguientes
desigualdades establecen una relacién muy importante
entre p y su exponente conjugado [4, Sect. 1.2]

Teorema 2. Sea 1 < p < 00 y q su exponente conju-
gado. Entonces:
i) zy < %a:p + %yq, Va,y>0.

it)(Desigualdad de Holder)Si xo, ..., Tny Yo, - -, Yn > 0

n n % n %
k=0 k=0 k=0

Teorema 3 (G. H. Hardy, 1920). Sea 1 <p < oo y
q su exponente conjugado. Si a € IP, entonces Ca € (P
y [ICally < qllall,-

n+l Demostracion. Sea a € P y b = Ta. Sin perder ge-
N n 3 _
a; — L a; — L neralidad, supondremos que a, > 0,n = 0,1,.... De
< Z % + Z % (2) acuerdo con i) del teorema anterior se cumple
=0 j=N+1
1 1
-1
Dado € > 0, elijamos N € N tal que b1t < ];biq + gbﬁ, n=0,1,.... (3)
€ .
laj — L] < > Vj>N. Empleando primero que a, = (n+ 1)b, — nbp_1 y
después (3)), resulta
Una vez fijada N se cumple que Z;V:O ‘aj;f‘ — 0 1 » 1 p
cuando n — oo y, por lo tanto, podemos encontrar gan by —bn = q(n+1)b) —gnbn1b7" — by
Ny talque Ny > Ny q
> g+ 1% — ndb_ —nbn 0
p
—L
z'% <€ vns N
n+1 — 2 = (¢—Dn+1)2 —n(g—1)"_,.
CBI-Dpto. de Mat. 20
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Sumando ahora, se sigue que

N N
g anbt =0 > (- 1N+ 1K > 0.
n=0

n=0

De aqui y usando la desigualdad de Holder, se obtiene

N N N /N i
dbh<qg) anbh Tt <gq <Z aﬁ) <Z bﬁ)
n=0 n=0
Por lo tanto,

n=0 n=0
1 1
N P N P
<Z bﬁ) <q (Z aﬁ) < qllallp-
n=0 n=0

Haciendo N — oo concluimos lo afirmado. O

Convergencia en el sentido de Cesaro

El siguiente ejemplo senala que hay sucesiones di-
vergentes cuya correspondiente sucesién de promedios
es convergente. Al permitir extender la definicién de
limite a un subespacio mas grande que c, esta propie-
dad del operador de Cesaro lo hace de mucho interés.

Ejemplo 1. Consideremos la sucesién a =
(1,—1,1,—1,...) y notemos que es divergente. Por otra
parte, b= Ca = (1,0,%,0,%,...). Asi, by, = ﬁ y
bom+1 =0, m=0,1,.... Por lo tanto, lim Ca = 0.
Definicién 2. Una sucesion a € S converge en el sen-
tido de Cesaro (o en promedio), si su sucesién de pro-
medios C'a converge. En este caso definimos C-lima =
lim Ca.

Aunque a primera vista pudiera considerarse algo
abstracta, la convergencia en el sentido de Cesaro apa-
rece de manera natural en varias situaciones y se ha
empleado exitosamente para el manejo de series diver-
gentes. Es en este contexto que el matematico italiano
Ernesto Cesaro (1859-1906) la introdujo y probo el re-
sultado que discutiremos a continuacion.

Corolario 1. Sean {s,}, {o,} C C sucesiones
convergentes. Si sy s Yy op entonces
1 n

ot Y k0 SnOn—k — SO .

— — O,

Demostracion. Escojamos primero un ntmero real po-
sitivo M tal que |o,;|< M, j =0,1,.... Tomemos ahora
n € N y notemos que
ZZ:() SnOn—k _ Zzzo(sn - S)O—nfkr + s ZZ:() On—k
n+1 n+1 '
Basta entonces establecer que

n

1
T > (sn—s)onr — 0, (4)
k=0
1 n
i Zan,k — o (5)
k=0

Como |s,, — s|— 0, de i) en el teorema 1 se sigue que
1 n
7357 2k—o [8n — s|— 0. Usando ahora que

n
Z |37’L - S|a
k=0

se obtiene (4). Por otra parte, empleando nuevamente
i) del teorema 1 resulta que

1 « 1
n - n— <M
n—i—lkz:%(s $)on—k| < n+1

1 < 1 <
= . g
n+1’§0nk nJrlkZ:OUn—)U

Definicién 3. Consideremos sucesiones {a,}, {b,} C
C. El producto de Cauchy de las series > -~ an
Y Yonrobn es la serie Y7 ¢y, definida por ¢, =
ZZ:O akbn,k, n = 0, ].7 e

En general, el producto de Cauchy de dos series
convergentes puede no converger. Sin embargo, a conti-
nuacion se establecerda que siempre converge en el sen-
tido de Cesaro.

Teorema 4 (Cesaro, 1890). Sean {a,}, {b,} C C
sucesiones tales que las series > oo an Y Doreobn
convergen a s y o, respectivamente. Entonces, su pro-
ducto de Cauchy Z;’;O ¢, converge a so en el sentido
de Cesaro.

Demostracion. Tomemos

n n n
SnEE a, UnEE bi., tnEE ck, n=20,1,....
k=0 k=0 k=0

Observemos que
tr = Sobr + S1bp_1 + -+ skby, k=0,1,....
En virtud del corolario anterior, se sigue que

1
n+1

n
Ztk = 890, + S10pn—1 + - +Snb0 — so. O
k=0

Otro logro espectacular haciendo uso de la conver-
gencia en el sentido de Cesaro fue el del matematico
hingaro Lipot Fejér (1880-1959) quien establecié que
las sumas parciales de una serie de Fourier de una fun-
cién continua y con periodo 27, siempre convergen en
promedio a la funcién. Nuevamente, hay que tener pre-
sente que las sumas parciales (sin promediar) de la serie
de Fourier de una funcién continua pueden diverger en
muchos puntos. Posteriormente, Henri Lebesgue (1875-
1941) generalizé este resultado a funciones integrables.
En este caso, la convergencia en promedio ocurre casi
en todas partes [10, Thms. 8.30 and 8.32].

Presentamos a continuaciéon unos ejemplos de in-
terés.

CBI-Dpto. de Mat. 21
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Ejemplo 2. Una sucesién que es densa en [0, 1] y que
converge en el sentido de Cesaro.

Expresemos el conjunto de ntimeros racionales en
[0,1] como {r, : n = 0,1...} y notemos que este
conjunto es denso en [0,1]. Definamos en seguida la
sucesion a por

a = (ro,1 —rg,r1,1 —11,...).

Claramente, a es densa en [0, 1]. Su sucesién de prome-
dios b = T'a estd dada por

Tn
on+1’

bgn - b2n+1 = 07 7’L=0,17....

Luego, C—lima = 0.

Teorema Tauberiano de Hardy

El desarrollo anterior conduce de manera natural a
preguntarse si dada una sucesién a € ¢°°, jexiste algin
n € N tal que C"a es convergente? La respuesta es
sorprendente y se obtendra inmediatamente a partir
del siguiente resultado.

Teorema 5 (Tauberiano de Hardy, 1909). Seaa =
{an} € £°. Si su sucesion de promedios Ca converge y
la sucesidn {n(an,+1 —an)} € £°°, entonces a converge.

Demostracion.(Recordemos que b, %) Fije-

mos n € Ny tomemos k tal que 0 < k < n. Entonces,

o Z?:k‘—‘—l an
a, = —""—
n—k
_ Z?:kﬂ(an*aj) Z?:k.Haj
n—k n—=k
X em@n—ag)  (n+ )b, — (k+ Dby,
- n—=k n—=k
! (an —a; E+1
_ Zj7k+1( ]) ( + )(bn—bk)+bn
n—k n—k
Asi,
b= b1 ST (anmay). 6)
anp n_n_k n k ’I’L—k_ an —0j).
j=k+1

De acuerdo a la hipétesis, escojamos un nimero real
M tal que 1 < My |n(apt1 —an)|< M, Vo € N.
Luego,

(7)

Sea € > 0y, sin perder generalidad, supongamos que
0 < € < 1. Escojamos en seguida N € N tal que

M
|a7L+1 - CL'rb| S ;a Vn eN.

2

|bn - bm‘ < ;W, Vm,n > N. (8)

Consideremos n > N. Teniendo presente (6), busca-
mos ahora k € N de manera que 1 < k<ny

lan, — an—1| +-- -+ lag+2 — ag+1| < e (9)

Con este objetivo, a partir de (7), notemos que

|an — an—1] +- -+ |agy2 — ag41]

1 1
< M(—— =
- (n—1+ +k+1)

n—k—1
< —_

- k+1
Esto conduce a buscar k tal que N <k <ny
n—k—1
_ <
k+1 -
Resulta asi que k£ debe cumplir
n—=1)M—r
M +e€
Lo cual nos lleva a definir k& por la condicién

(n-DM—e _ k. (11)

k—1
< M+r -

Necesitamos ahora verificar que efectivamente se
cumple N < k < n. Para ello notemos que de la desi-
gualdad izquierda en (11) se sigue

nM

k<
M +e€

< n. (12)
Por otra parte, a partir de la desigualdad derecha en
(I1)se obtiene k > (=DM para que N < k, basta

M+1

. (n—1)C—-1

entonces que se satisfaga ~————
vale a

c+1— > N, lo cual equi-

(N+1)(M+1)
> —
(N+1)(M+1)

(13)
Sea pues n > > 2 y escojamos k

como en (11). Por (12) y (13) se cumple que N < k < n.
Luego, se satisface (9)) y, como consecuencia,

lan = @n—1] + -+ |aptj1 — args] < e
para j=1,...,n—k — 1. Por lo tanto,

lan —ajl < lan —an—1| +- -+ laj41 — a5l < € (14)

k+1

A
. Por

para j = k+1,...,n — 1. Nos resta estimar

nM __
M-+te

ne
M€

partir de (12) resulta n — k > n —
consiguiente

k+1

nM+ M + ¢ 2nM
< < =
n—=k

ne

2M

ne € (15)

CBI-Dpto. de Mat.
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Empleando en (6) esto junto con (14) y (8), se ob-
tiene que

o2M €2 1
n_bn S _k S 27
la | ot T ke ¢
(N +1)(M +1)
V> T T o
n= M

Observacién 1. Sea a € ¢ y b = Ca. Entonces, la
sucesion {n(bp41 —by)} € €.

Demostracion. Sea n € N. Observemos que

( b)) = ap +---+any1  apt - +an
mt T o n+2 n+1
(4 Danss — (a0t + an)
(n+2)(n+1)
Gp41 _bn
n+2
Por lo tanto, n |by4+1 — by| < 2||a|co- O

Corolario 2. Sea a € (. Si, para algin n € N, la
sucesion C™a converge, entonces Ca converge.

Demostracion. Procederemos por induccion. Clara-
mente, la conclusién es véalida cuando n = 1. Consi-
deremos ahora n = k + 1, donde k£ € N, y tomemos
s = C*a. Por la observacién anterior, s satisface las
condiciones del teorema tauberiano de Hardy. Lo cual
implica que C*a = s converge. Luego, por la hipétesis
de induccion, concluimos que Ca converge. O

(Es C' compacto?

En cierto sentido, C' “mejora”las sucesiones origi-
nales. Esto nos lleva a preguntarnos si C' es compacto.

Definicion 4. Sean X y Y espacios normados. Un
operador lineal S : X — Y es compacto, si para cual-
quier sucesién {z,} C X que es acotada, la sucesién
{Tz,} CY posee una subsucesién convergente.

El siguiente resultado indica las propiedades de los
operadores compactos que requeriremos [4, Ch. §]

Teorema 6. Sean X y Y espacios de Banach y T :
X — Y un operador lineal acotado.
i) Si dim R(T) < oo, entonces T es compacto.

1) La coleccion de operadores compactos S : X — Y
es un conjunto cerrado.

111) Sea A € C. Si T es compacto, A\ # 0 yT es1—1,
entonces T es sobre.

Teorema 7.

1) C: P — (P no es compacto, 1 < p < co.

i) C: P — " es compacto, 1 <p <1 < 00.

Demostracion.i) Analizaremos el operador C' — I en ¢P.
Consideremos primero 1 < p < co. Sea a € S tal que
Ca —a = 0. Se sigue que a es la sucesién constante a;.
Si a € £P, esto lleva a concluir que a = 0. Por lo tanto,
C —1es1—1en ¢P. Por otra parte, si b = (C — I),
entonces by = 0. Lo cual implica que C' no es sobre.
Aplicando iii) del teorema anterior concluimos que C
no es compacto.

Consideremos ahora p = oo y supongamos que
C : > — (> es compacto. Como T'(cg) C ¢, entonces
C : ¢y — cg también lo es. Sin embargo, por el mismo
argumento que en el caso anterior, esto no es posible

ii) Seap > 1, a € P y b = Ca. Tomemos primero
r € (p,00). Usando la desigualdad de Holder, resulta

ZZ:O | al < (ZZ:O “IZD

=

|bn| <
Luego,
a T
[ba]" < Lhni, Vn=20,1,....
(n+ 1)

Lo cual implica

[Call, < Kllallp,

1
siendo K = (Z;’ozo(n + 1)TT> " < co. En consecuen-
cia C : /P — (" es acotado.
Dado N e Ny a € S, definamos Cya = axy, donde
XN es la sucesion cuyos N + 1 términos iniciales son 1

v los demaés son 0. Observemos que

oo

> Ibnlr> < Knlalp, (16)
k=N+1

Wa0wm—<

1

donde Ky = (Z?:Nﬂ(n—i— 1)%) ". Como Ky — 0,
resulta que Cy — C. Por i) del teorema anterior, cada
Cny es un operador compacto. Ya que el espacio de ope-
radores compactos de £P en " es cerrado, esto permite
concluir que C' : /P — (" es compacto.

Tomemos ahora r = co. Elijamos s € R tal que p < s
y sea Cs = C : P — (% Entonces C' : P — (> se
expresa como C' = jC., siendo j la inclusién de ¢° en
£%°, que es continua. Como C. es compacto, se sigue
que C también lo es. O

Observacion 2. En ocasiones se tiene un operador
lineal T : & — S tal que T(P) C L™y T : {7 —
{" es compacto, siempre que 1 < p < r < oco. Una
cuestién natural en esta situacion es la de averiguar lo
que pasa en el “exponente critico”r = p. El operador de
Cesaro C ilustra lo que puede ocurrir. Por una parte,
C(fY) ¢ %y, por otra, C : £P — (P es acotado (pero
no compacto) cuando 1 < p < co.
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Un Caso Sencillo

Discutiremos a continuacion los iterados del opera-
dor de Cesaro en el caso de dimension finita, esto es
C:K™ — K™, En K™ consideraremos la norma
méx{lag|, ..., |am—1]}

I(ag,- .. am—1)|| =

El operador C tiene ahora la forma

T(ag,a2,...,am-1) =
ap 1+ ay ap+ar+ -+ am-1
ao, yrt .
2 m
Fijemos =z = (ag,.-.,am-1) € K™ y tomemos
o = (ap,a0,...,a0), H = {(ao,c1,-.-,¢m—-1)

€2y .. ¢m—1 € K }. Notemos que z,z¢g € H, C(H) C
Ha y C(.’L'()) = Zo-

Sea y = (ag,¢1,---,Ccm—1) € H. Entonces,

j—1
< =——Ily — ol

|‘a0+cl+"'+cj _ﬂ
J J
para j > 2. Lo cual implica
ICy — Col| < Klly —zoll, Vy € H.
donde K = (1 — %) < 1.De lo anterior se obtiene
1C" 2 — x|l = [[C"2 — C"(wo) || < K™[|l2 — wol|,
con lo cual se prueba el siguiente resultado.

Proposicién 1. Sea x = (ag,aq,-
Entonces T"x — (ag, ..., a9).

.. 7am_1) e K™,

Conclusion

El trabajo que hemos presentado tiene generaliza-
ciones interesantes en varias direcciones. Una de ellas
se presenta cuando, de manera natural, se pasa de una
variable discreta (n = 1, 2, ...) a una variable conti-
nua (x pertenece a un intervalo). Aparece entonces el
operador integral

Tfw) = [ s

y en lugar de los espacios de sucesiones /P se consideran
los espacios LP(I), formados por las funciones f : I —
K que son (Lebesgue) p-integrables (1 < p < 00 ).

A. Brown, P. R. Halmos y A. L. Shields retomaron
en 1965 [2] las investigaciones realizadas por Hardy del
operador de Cesaro en los casos discreto y continuo
I = (0,00), y consideraron ademds el caso continuo
I =(0,1). Su desarrollo se llevé a cabo para p = 2, que
es la situacion de mayor relevancia; lograron encontrar
el espectro de cada uno de los operadores de Cesaro y
establecer que tienen la propiedad de hiponormalidad,

una caracteristica que resulta relevante en el estudio
de las propiedades espectrales de un operador definido
en un espacio de Hilbert.

El trabajo de Brown-Halmos-Shields estimulé gran
actividad en el area y en los siguientes 8 anos D. W.
Boyd [1], G. Leibowitz [6,7] y B. E. Rhoades [9] pu-
dieron demostrar los resultados correspondientes para
los casos en que p # 2. Asimismo, en esta época T.
L. Kriete III y D. Trutt lograron probar que, cuando
p = 2, el operador de Cesaro discreto es subnormal [5],
mejorando con ello el resultado sobre hiponormalidad
obtenido en [2]. En aflos recientes todavia se discuten
aspectos relacionados con las cuestiones descritas [8].
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