MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE: TAREA 12

Enseguida {2 es un conjunto, ¥ una o-algebra de conjuntos en {2 y 1 una
medida definida en X, segiin corresponda. En cada caso prueba lo indicado.
1. Sean {f,} C L(u) y f € L(u). Si f, — f en L', entonces se cumple que
Jofo— Jof, VEEX.

2. Consideremos un espacio topolégico Hausdorff £ y un semianillo & en
E tal que E = |J,—, Sk, donde Sy € S,Vk € N. Sea it : S — [0,00) una
premedida como en el ejercicio 7.4. Entonces su medida inducida satisface
sup{u(K) : K C A, Kes compacto, K € S} =mf{u(V): ACV,V € TNS},
VAeX(u).

3. Si K CR" es compacto y f: K — R es continua, entonces f € L(K).

4. La completacion del espacio de medida (R™, B(R™),m,,) es el espacio de
medida de Lebesgue (R™, M(R™), m,,).

5. Sean f,g : R®™ — R funciones integrables. Si fK fdm = fK gdm, para
cualquier conjunto compacto K C R", prueba que f = g c.t.p.

Definicién Sea (€2;,3;, 11;) un espacio de medida, j = 1,2. En el semianillo
S={AxB: A€, B e Yy} definamos py X ps(AxB) := 1 (A)ps(As).

6. Entonces j1 X 9 es una premedida en S.

Al extenderla por el proceso de Lebesgue-Carathéodory, a la medida
obtenida se le llama medida producto y la seguiremos denotando por g X pis.
Notemos que, en particular, p; X o esta definida en 37 ® 3.

7*. 51 E C R es medible y m(E) > 0, entonces m(E + Q) = co.
8. El conjunto £°(X, C) es un espacio vectorial complejo.
Definicién Para j k € {1,...,n} talesquel <j <k <n,seaTj; : R" — R"
la transformacion lineal que intercambia las coordenadas j y k, esto es,
Tik(T1, oy @jy oo Thy oo Tg) = (T, Ty oy Ty, Ty

9. Determina el comportamiento de la medida de Lebesgue bajo T} .
10. Para j = 1,2, sean (£2;, X;) un espacio medible, T": Q; — €5 una funcién
medible, u : ¥; — [0, 0o] una medida y u? definida como en el ejercicio 10.2.
i) Si f € L9(y), entonces foT € LO(Qy).
i) (Férmula de cambio de variable.) Si f € L)%, entonces foT € £0()*
V Jo, foTdu= [ fdu".
11. Sea V un conjunto no-vacio y abierto en R™. Si f : V — R* es de clase
O, entonces f es localmente de Lipschitz.

Para comentar y entregarse el viernes 8 de mayo, 2020.



Sugerencias:
2*. Procede como con la medida de Lebesgue.

4*. Para establecer que B(m) ® B(n) C B(m + n), fija un abierto VC R™ y
considera la coleccién {A C R : AxV € B(m +n).)

7*. Considera primero un subconjunto de E que sea “sencillo”.



