MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE: TAREA 16

Enseguida €2 es un conjunto, ¥ una o-algebra de conjuntos en €2 y 1 es una
medida definida en ¥, segin corresponda. En cada caso prueba lo indicado.

1. Si{f.} y f € L(u) son como en el teorema de convergencia dominada,
entonces f, — fen L'(p).

2. Después de conocer que L'(Q) es un espacio normado, jqué debe uno
preguntarse?

3% Sea (f} C Li). Si fu — f etpa £ € L0y folfuldn — [, fldn,
entonces f, — f en L.

4.Sea T : L'(R",C) — B(R™,C) el operador definido por T'f = f. Entonces
T es lineal y continuo. (B(R",C) consiste de las funciones f : R" — C que
son acotadas y tiene la norma del supremo: || f||sup = sup{|f(z)| : z € R"}.)

5. Sean T : R®™ — R™ un operador lineal y {vy,...,v,}y {wi,...,w,} bases
ortonormales de R™. Si T'(v;) = w;,Vj =1,...,n, entonces T es ortogonal.

6. Sea V' C R™ un conjunto abierto. Si f : V' — R" es de clase C' y det f'(x) #
0, Vo € V, entonces f es (M, M)-medible.

7. Construye una sucesién de funciones f, : [0,1] — R, ¥n € N, tales que:
a) Cada f, es R-integrable.
b) {fn} converge en [0, 1].

) {f.} es uniformemente acotada.

(@]

d) f =lim,_ fn no es R-integrable.

Observa que lo anterior indica que el teorema de convergencia dominada
no es cierto con funciones R-integrables.

8. Determina si f2 € L(R) en lo siguientes casos:

: 1
_ x

. s . . : sen(n + 3)z
Definicién (Nucleos de Dirichlet)Sin € N, sea D, (z) := ———=— 2 # 0.

T
Sen D)

9. Entonces D, es integrable en [—7, 7], Vn € N.



10. Sea B C R"™ un conjunto medible y v = (xg,h) € R*", donde h > 0.

w(B)h
Entonces la medida del cono K(B,v) es p,+1(K(B,v)) = K (+)1 :
n

11. Sean Vy =1 y V,, la medida de {z € R" : ||z]]2 < 1}, n € N. Entonces:
)V, =V, f?i cos™ tdt, Vn € N.
2

i) Si n = 2k, ent oot T
ii) Si n = 2k, entonces V,, = &7 = ———.
k! §F(§)
L192k k=1 n
iii) Si n = 2k — 1, entonces V,, = W‘ = nﬁ2n .
(k) 3(E)

12. Sea f : [a,b] xR — R una funcién de clase C' y F(t) = fabf(ﬁ, t),Vt e R.
Prueba que F' es derivable y encuentra F'(t).

Para entregarse el lunes 8 de junio, 2020.



Sugerencias:
3*. Trata de utilizar el lema de Fatou.



