ANALISIS FUNCIONAL: TAREA 4

1. Sea X un espacio normado. Prueba que X es completo si, y sélo si,
cualquier serie en X que converja absolutamente, es convergente en X.
2. Sea {2 un espacio medible, £ un espacio topolégico y f : @ — E. Si
Q=02 ,Q, v f:Q,— E, ¥Vn eN, es medible, prueba que f es medible.
Definicién Sea A un conjunto. Dado xy € A definamos ¢ : 24 — [0, 0o] por
(E) = xe(xo).
3. Prueba que ¢ es una medida en A. A § se le llama la medida de Dirac
concentrada en Tg.

Sea (€2, %, ) una medida.
4. Prueba que F € ¥ tiene medida cero si, y sélo si, xyg = 0 c.t.p.

5. Sea { fn} una sucesién en M(X). Si [, > ", | fu| du < o0, prueba que
Sy fo converge c.t.p. Yy o >0y o =Dy fo o

Definicién El rango esencial de f € M(Q2) consiste de todos aquellos w € K
tales que p({z € Q:Jw — f(x)|< €}) > 0, Ve > 0; se denotard por Ress(f).

6. Si f € L*(u), prueba que Regs(f) es compacto.
7. Si s € ¢" para algin py € [1,00), prueba que lim, . ||s]l, = ||5] -

8. Determina si la medida de contar (restringida a la o-dlgebra de Borel) es
regular en los siguientes casos: i) A =N. ii) A =R.

9.Sige C.(R") y f e Ll (R"), prueba que f * g € C(R").

loc
10. Sea X un espacio normado y A, K C X. Si A es cerrado y K compacto.
prueba que A + K es cerrado.

11. Sea X un espacio normado y K,V C X. Si K C V, K es compacto y V
es abierto, prueba que existe r > 0 tal que K + B, C V.

Definicién Denotemos por S el espacio vectorial formado por las sucesiones
en K, esto es, por las funciones s : N — K. Para cada n € N definamos
|- lln: S — K por |s]l. =|s(n)].

12. Prueba: i) F = {|| - ||»} es una familia suficiente de seminormas en S.
ii) Sea {s,} C S, s € S. Luego, s, — ssi, y sélosi, s,(m) — s(m), Vm € N.
De acuerdo a este resultado se acostumbra llamar a la métrica inducida por
F la métrica de la convergencia puntual en S.

iii) S es completo.

Para revisar y entregarse el miércoles 4 de marzo, 2009.



