ANALISIS FUNCIONAL: TAREA 5

Definicién Sea 2 un espacio localmente compacto no vacio. Una funcion
f € C(Q) se anula en infinito, si para cada € > 0 existe un conjunto compacto
K C Qtal que | f(z)] <€ V2 e Q\ K. El conjunto de estas funciones se
denotara por Cp(12).

1. Prueba que Cy(£2) es un subespacio vectorial cerrado de BC(2).
Sea (€, %, ) un espacio de medida.

2. Sea {f,} C LP(n), feLP(u)yAeX. Sif,— fen Py f,=0ct.pen
A, Vn € N, prueba que f =0 c.t.p. en A.

3. 81 f € L*°(u), prueba que || f|lco = sup{|w|: w € Ress(f)}-

4.511 <p<r<oo, prueba que 7 C L1y ||s|ly < |Is]lp, Vs € ¢P.

5. Sea () un espacio localmente compacto. Determina si una medida de contar
(restringida a la o-algebra de Borel en () es regular.

6. Sea X un espacio normado y K,V C X. Si K C V, K es compactoy V
es abierto, prueba que existe r > 0 tal que K + B, C V.

7. (Construccién de una funcién en C°(R™).) Definamos f : R — R por
1

f=0en(00,0]y f(z) = exp(——;) si 0 < . Prueba que f*®(0) = 0,Vk € N.
x

Concluye que f es de clase C*, f >0, f(x) >0sixz >0,y sopf = |[0,00).

Definicién Sea V' un espacio vectorial y A C V.

a) A es absorbente, si para cada x € V existe t > 0 tal que tz € A.

b) El funcional de Minkowski de un conjunto convexo y absorbente A C E

es pa(z) =inf{t >0: 7 c A}.

8. Prueba que pa(z +y) < p(x) + p(y), pltz) = to(z), ¥,y €V, ¢ > 0.

9. Prueba: i) F = {|| - ||»} es una familia suficiente de seminormas en S.

ii) Sea {s,} C S, s € S. Luego, s, — ssi, ysblosi, s,(m) — s(m), Vm € N.

iii) S es completo.

Definicién Sean a,b € R, a < b. f : [a,b] — K es absolutamente continua si

para cada € > 0, existe § > 0 tal que > | | f(x;) — f(w;)| < ¢, para cualquier
coleccion finita de intervalos (w;, x;) C [a, b] que sean disjuntos y satisfagan

> i (@i — wy) < 6.

10. Si f : [a,b] — R es de clase C', prueba que f es absolutamente continua.

Para revisar y entregarse el miércoles 11 de marzo, 2009.



