
ANÁLISIS FUNCIONAL: TAREA 11

1. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida y h : Ω → Ω una biyección tal que
h(A) ∈ Σ, ∀A ∈ Σ. Prueba que ν(A) ≡ µ(h(A)) define una medida en Σ.

2. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida. Si f ∈ L1(µ), prueba que∫
Ω

f(x)dµ =
∫

Ω
f(x)dµ.

3. Sea E un espacio localmente compacto y Hausdorff. Si K ⊂ U ⊂ E, K
es compacto y U es abierto, prueba que existe V abierto tal que K ⊂ V ⊂
V ⊂ U y V es compacto. (Sug.: i) Es posible suponer que U es compacto. ii)
Trata de separar los puntos en FrU con K de acuerdo al ejercicio 10.1.)

4. Sea E un EVT. Prueba que A ⊂ E es acotado si, y sólo si, para cualesquiera
sucesiones {xn} ⊂ A y {rn} tal que rn → 0, se cumple que rnxn → 0.

Definición La función de Heaviside es la función caracteŕıstica de [0,∞).

5. Prueba que la función de Heaviside H no tiene derivada débil. (Sug.: supón
que g ≡ H ′ y prueba que g = 0 c.t.p. en (−∞,−a) y en (a,∞), ∀ a > 0.

6. Supongamos que G es un grupo que actúa sobre un espacio topológico X.
Si en G consideramos su topoloǵıa discreta, prueba que la acción es continua.

7. Sea G un grupo topológico Hausdorff y B su σ-álgebra de Borel. Si A ∈ B,
prueba que A−1 ∈ B.

8. Sea V un espacio vectorial y A ⊂ V Si A es convexo, x1, . . . , xn ∈ A,
t1, . . . , tn ≥ 0, t1 + · · · tn = 1, prueba que t1x1 + · · ·+ tnxn ∈ A.

Definición Un espacio de Banach X es estrictamente convexo si cuando
x, y ∈ BX y x 6= y, se cumple que ‖x+y

2
‖ < 1.

9. Determina si X ≡ (R2, ‖ · ‖∞) es estrictamente convexo.

10. Sea X un espacio de Banach y S ≡ {x ∈ X : ‖x‖ = 1}. Si X es estricta-
mente convexo, prueba que S = ex(BX).
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