
VARIABLE COMPLEJA: TAREA 7

1. Sean θ ∈ R y c ∈ C. Si ce−iθ /∈ R, prueba que la ecuación z+ e2iθz+ c = 0
no tiene solución. (Sug.: multipĺıcala por e−iθ.)

2. Sean p ∈ Rk y r > 0. Prueba que Br(p) es un conjunto convexo.

3. Sean c1, . . . , cn ∈ C, no todos iguales a 0. Si w es una ráız del polinomio

P (z) = zn + c1z
n−1 + · + cn, prueba que |w|< 2C, donde C := máx{| cj |

1
j :

j = 1, . . . , n}. (Sug.: si |w| ≥ 2C, observa que |cj| ≤ | w |j
2j

, j = 1, . . . , n.)

4. (Fracciones parciales) Sea n ∈ N, P un polinomio de grado menor que n y
a ∈ C. Prueba que la función racional R definida por R(z) := P

(z−a)n
se puede

expresar en la forma R(z) =
∑n

j=1
bj

(z−a)j
, donde b1, . . . , bn ∈ C.

Definición Una serie de potencias alrededor de un punto a ∈ C es una serie
de la forma

∑∞
n=0 cn(z − a)n, donde cn ∈ C, ∀n ∈ N0.

5. Expresa la función racional R definida por R(z) := 1
z
como serie de poten-

cias alrededor de a ̸= 0.

6. Determina si el ejercicio 6.7 es válido para polinomios P : R → R.

7. Prueba las propiedades básicas de los conjuntos cerrados en Rk.

8. Prueba que Rk = A0 ∪ FrA ∪ (Ac)0, ∀A ⊂ Rk.

9. Si K ⊂ R es compacto y no vaćıo, prueba que ı́nfK, supK ∈ K.

Notación Si w, z ∈ Rk, entonces [w, z] := {(1− t)w + tz : 0 ≤ t ≤ 1}.

10. Sean z1, z2, z3 ∈ C, puntos no-colineales, y consideremos el triángulo
definido por ellos. Con estos puntos y los puntos medios de los segmen-
tos [z1, z2], [z2, z3] y [z3, z1] se forman cuatro “subtriángulos”. Prueba que el
diámetro de cada uno de ellos es la mitad del diámetro original.

11. Sean K,W ⊂ Rk. Si K es compacto, W es abierto y K ⊂ W , prueba que
existe r > 0 tal que Vr(z) ⊂ W, ∀ z ∈ K.

12. Si P es un polinomio de grado n ≥ 1, con coeficiente principal cn, prueba
que P se puede factorizar en la forma P (z) = cn(z − a1) · · · (z − an), donde
a1, . . . , an ∈ C.
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