VARIABLE COMPLEJA: TAREA 9

1. Si A C R™ es no-vacio y acotado, prueba que existen x,y € Fr A tales que
diam A = d(z,y).

2. Dados n puntos distintos ay,...a, € C, y y1,...,y, € C prueba que existe
un unico polinomio P de grado n — 1 tal que P(a;) =y;,sij € {1,2,...,n}.
3. Si P es un polinomio ménico con coeficientes reales, prueba que P se puede
expresar en la forma P(z) = II"_ (z — a;)" DI (2% + bpz + )™, donde
aj € R, je{l,...,n} y los polinomios de segundo grado tienen coeficientes
reales y sus raices no son reales.

4. Si P es un polinomio de grado menor o igual que n, prueba que existen
nimeros A, B > 0 tales que |P(z)] < A+ Blz|]", Vz € C.

Definicién Un conjunto A C R™ es denso (en R™), si A = R.
5. Prueba que Q™ es denso en R™.

6. Si V. C R™ es abierto, prueba que V se puede expresar como una unién
numerable de bolas cerradas.

7. Sean p,v € R™, v # 0, y para cada t € R definamos F(t):= p+tv. Prueba
que F' es es un homeomorfismo sobre su imagen.

8. (Véase el ¢jercicio 8.9.) Sea A C R™. Six,y € A, prueba que A,NA, =0 o
A, = A,. Luego, la coleccién {A, : v € A} descompone a A en una unién de
conjuntos conexos disjuntos, cada uno de los cuales es llamado componente
conexa de A.

9. Sea A C R™. Prueba que = € A si, y sélo si, existe una sucesién {z,} C A
tal que z, Zx,, sin#my x, — x.

10. Sean D C R™, f: D — R’y p e DN D® Prueba que f es continua en
p si, y sélo si, lim,_,,, f(x) = f(p).

11. Sea P un polinomio que no es constante. Si las raices de P son reales,

prueba que también lo son las de P’. (Sug.: Factoriza a P y observa que la

funcion racional R:= % no se anula fuera de R.)
12. Sea T': C — C un funcién R-lineal. Si T es holomorfa, prueba que existe
k € C tal que T'(2) = kz, Vz € C.
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