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Lema 1. Sean {a,}, {b,} C R*.
i) liminf, , a, <limsup,,_, . a.
ii) Si existe N € N tal que a, < b,, Yn > N, entonces

liminf a, <liminfb,, limsupa, <limsupb,.
n—00 n—00 n—00 n—00

Demostracién i) Estableceremos primero que
my < M,, Vk,neN. (1)

Sean k,n € Ny tomemos m,, y M, como en (??). Si k < n, entonces
my < my, < M,. Si k> n, resulta my < My < M,. Esto prueba (1).

Fijando n consideremos ahora el supremo sobre k en (1). Después, en la
desigualdad resultante tomemos infimo respecto de n. Se obtiene entonces la
conclusion.

ii) Sea s = {a,} y denotemos por m,(s) y M,(s) los niimeros definidos
en (?77); andlogamente, sean m,, (o) y M, (o) los correspondientes a o = {b, }.
De la hipétesis se sigue entonces que

my(s) < my(o) <liminfb,, limsupa, < M,(s) < M,(c), Vn > N.

Siendo {m,(s)} una sucesién mondtona creciente, de las desigualdades
de la izquierda obtenemos lim sup m,,(s) = sup{m,(s) : n € N} < liminf b,.
Usando después las desigualdades anteriores de la derecha establecemos que
limsup a, < limsupb,. O

Lema 2. Sean {a,} CR* y be R"

i) St limsup,, . a, < b, entonces existe N € N tal que a, < b, ¥Yn > N.
i1) Si b < limsup,,_, ., a,, entonces b < a,, para una infinidad de n € N.
iii) Si b < liminf, , a,, entonces existe N € N tal que b < a,, Yn > N.
w) Si liminf, , a, < b, entonces a,, < b para una infinidad de n € N.
Demostracién Seguiremos usando la notacién introducida en (?7).

i) Por hipétesis limsup,,_,., a, < b, es decir, inf{M, : n € N} < b. Esto
implica que My < b para algin N € N. Luego,

a, < My < b, Vn > N.
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ii) Puesto que b < limsup,, .. a,, se cumple que b < M,, Vn € N.
Entonces b < Mj, lo cual implica que existe un indice n(1) € N tal que
b < a,a) < M. Repitiendo el argumento anterior con My,(1)41, encontramos
n(2) € N tal que n(2) > n(l) y b < an@) < My). Continuando con este
proceso se establece lo afirmado.

Lo afirmado en iii) y iv) se establece de forma similar a i) y ii), respecti-
vamente. O]

El siguiente resultado indica que los conceptos de liminf y de lim sup
generalizan la nocién de limite.

Proposicién 1. Sean {a,} CR* y a € R*. Entonces,

lim a, = a si, y solo si, liminfa, = a = limsup a,.
n—>00 n—00 N—00

Demostracién Continuaremos empleando la notacién introducida en (?7).
=) Consideremos primero el caso en que a = lima, € R. Dado ¢ > 0.
existe un indice N de manera que |a,, — a|< €, Vn > N. Lo cual equivale a

a—e<a,<a+e VYn>N.
Por el lema 1, esto implica que
a—e<liminfa, <a-+e.

Haciendo ahora ¢ — 0, concluimos que liminf,_, a,, = a. Procediendo
de manera analoga se establece que limsup,,_, . a, = a.

Supongamos ahora que lima, = —oo. Dado C' € R, existe entonces un
indice N de manera que a,, < C, Yn > N. Por el lema 1, esto implica

limsupa, < C, VC € R.

Se sigue entonces que lim inf a,, < limsup a,, = —oco < liminf a,,.

Cuando a = oo procedemos de manera similar a la anterior.

<) Consideremos primero el caso en que a € R. Sea € > 0. Puesto que
a—€ < a=liminfa, =limsupa, < a+ ¢, a partir de i) y de iii) en el lema
2 es posible encontrar N € N de manera que

a—e<a,<a-+e Yn>N.
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Esto prueba que lima,, = a.
Supongamos ahora a = —oo. Sea C' € R. Luego, limsup a,, = liminf a,, <
C. Por el lema anterior, esto implica que existe N € N de manera que

a, <C, ¥Yn > N.

Lo cual indica que lim,,_,, a,, = —00. El caso en que a = oo se establece de
forma similar. O

4.3. Series de Potencias

Una serie de potencias es una serie de funciones de la forma

S
n=0
donde ¢, € C, VneC,y zeC.

La primera cuestién por analizar es la de su convergencia. Claramente,
una serie de potencias siempre converge en z = 0.

Ejemplo 1. Consideremos la serie geométrica )~ 2". En el ejemplo 2.4.77
se establecié que ésta converge si |z| < 1y diverge si |z] > 1.

Fijemos r € (0,1) y sea z tal que |z| < r. Entonces [z"| <7", Vn € N.
Puesto que > 7 r™ < 00, el criterio M de Weierstrass implica que la serie
geométrica converge uniformemente en D,.

El siguiente resultado establece que el comportamiento de la serie geomé-
trica es tipico en lo que se refiere a la convergencia de una serie de potencias.

Notas
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