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5.5. Funciones que son localmente series de
potencias

En un capitulo més adelante estableceremos que cualquier funciéon holo-
morfa es localmente una serie de potencias, lo cual motiva el estudio de este
tipo de funciones que a continuacion haremos.

Definicién 1.
a) A una serie de la forma )~ c,(z —a)", donde a € Cy {¢,} C C, la
llamaremos serie de potencias alredededor de a o con centro en a.

b) Sea W C C un abierto. Una funcién f : W — C es es localmente una serie
de potencias (1. s. p.), si para cada a € W existe r > 0 tal que en D,.(a) C W,
la funcién f se expresa como una serie de potencias alrededor de a.

Ejemplo 1. Si P es un polinomio, el lema 3.4.2 indica que P es un funcion

que es localmente una serie de potencias. En este sentido podemos considerar
a este tipo de funciones como una generalizacion de los polinomios.

Derivabilidad

Corolario 1. Sea W C C un abierto. Si f : W — C es localmente una
serie de potencias, entonces f tiene derivadas de todos los érdenes. Mas
especificamente, si a € Wy f(z) =Y 0" c,(z — a)” en D,(a), entonces

B (2) = in c(n—k+1ep(z—a)"* Vze Dy(a),VkeN. (1)

En particular,
f®(a) =k ¢, Yk eN.

Por lo tanto, f también se puede indicar como

< ¢ (g
f(z) = Zf '( )(z—a)”, Vz e D, (w).

n:
n=0

A esta férmula se le llama desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de a.
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Demostracion Fijemos a € W. Por hipdtesis, existen r > 0 y una sucesion
{e,} € Ctal que f(2) =D ca(z —a)" en D,(a). Definamos

o0

g(h) = fla+h) =Y c,h", Vh € D,.

n=0

y denotemos por R el radio de convergencia de la serie Y~ ¢, h". De acuerdo
al corolario 4.1, g tiene derivadas de todos los érdenes en Dg. Ya que r < R,
esto mismo se cumple en D,. Puesto que f(z) = g(z — a), por la regla de
la cadena resulta que f®)(z) = ¢®) (2 —a) Vz € D,(a). De aqui se sigue
que la funcién f tiene derivadas de todos los 6rdenes en el disco D,(a) y
que se cumple (1). Las dos afirmaciones restantes son consecuencia de esta
igualdad. [

Observacién 1. Notemos que el resultado anterior implica que si f es local-
mente una serie de potencias, entonces f y todas sus derivadas son continuas.

Ceros

Sea W un conjunto. Dada una funcién f : W — C, a aquellos ntimeros
z € W que satisfacen la ecuacién f(z) = 0 los llamaremos ceros de f. Surge
entonces la cuestién de conocer jqué tan “grande” puede ser f~1(0)”?, el
conjunto de ceros de f. El siguiente resultado proporciona una respuesta en
el caso en que W es una regién y f es localmente una serie de potencias.

Teorema 1. Sean W C Cy f: W — C. Si W es una region, f es localmente
una serie de potencias y f # 0, entonces f~1(0)*NW = .

Demostracion El punto fundamental de la prueba es analizar el conjunto
A={zeW: f"(2) =0,¥n € INy}. Como primer paso veamos que

fHo)nwC A (2)

Consideremos w € f~1(0)* N W. Ya que f es localmente una serie de
potencias, existen r > 0y {¢, : n € INg} C C tales que D,(w) C W'y

f(z) =) culz—w)", Vz € Dy(w).

n=1
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Usando que w € f~1(0)?, encontramos una sucesién de puntos distintos
{z} € D.(w) N f71(0) tal que 2, — w. Procediendo ahora como se hizo en
la prueba del corolario 3.1, resulta que ¢, = 0,V n € N. Lo cual implica que
f™(w) = nle, =0,¥n € Ny, por lo tanto, w € A. Esto prueba (2).

Estableceremos a continuacién que

A es abierto y cerrado en W. (3)

Sea z € Ay elijamos r > 0 tal que D,(z) C W y f se exprese como una
serie de potencias en D,(z). Puesto que f™(z) = 0,Vn € INy, del corolario
1 se sigue que todos los coeficientes de esta serie de potencias son 0. Por lo
tanto f =0 en D,(z) y entonces D,(z) C A. Esto prueba que A es abierto.

Tomemos ahora una sucesién {z;} C A y supongamos que z; — z, donde
z € W. Fijemos n € N. Ya que f™ es continua y f™(z;) = 0, esto implica
que f™(z) = 0. Por lo tanto, z € A. Esto prueba que A es cerrado en W.

Siendo W un conjunto conexo, de (3) concluimos que A =W o A = (). Si
F7HO)NW # 0, de (2) resulta que A # () y entonces A = W. En consecuencia
f =0. Con esto concluimos la demostracién. m

Aplicando el teorema anterior a f — g se obtiene la siguiente consecuencia.

Corolario 2. Sean W una regién, f,g : W — C funciones 1. s. p. y
A={zeW: f(z)=g(2)}. St A*NW # (), entonces f = g.

A continuacién estudiaremos conjuntos A tales que A*NW = (), como
los considerados en el teorema 1.

Definicién 2. Sea A C C. Un punto a € A es un punto aislado en A, si
existe r > 0 tal que D,(a) N A = {a}.

Sean A C C y a € C. Entonces, que a ¢ A® significa que existe r > 0 tal
que D! (a) N A = 0. De esto se sigue que D,(a) N A C {a}. Luego,

a € A\ A% si, y s6lo si, a es un punto aislado en A.

Lema 1. Sean W C C un conjunto abierto y A C W. Si A*NW = ()
entonces:

i) A consiste unicamente de puntos aislados.
ii) A es numerable.
iii) AN K es finito, para cualquier conjunto compacto K C W.

i) Si W es una region, entonces también W \ A es una region.
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Demostracién Ya que A* N W = (), para cada w € W, es posible elegir
r(w) > 0 tal que Dy, (w) N A= 0. Luego

Dory(w)NA=0siweW\A, Doywy(w)NA={w}siweA (4)

i) La conclusién se sigue inmediatamente de la afirmacién anterior.

ii) Sean w,y € Ay, sin perder generalidad, supongamos que 7(y) < r(w).
Si existe z € Di(w)(w)ND,y)(y), entonces [y—w| < |y—z|+|z—w| < 2r(w).
Luego, y € Doy N A = {w}. Por consiguiente, y = w. Se sigue que

Dy (w) N Dy (y) = 0, siw #y. (5)

A partir de la densidad de Q en R, para cada w € A escojamos un punto
Pw € (QxQ) N D,y (w). La condicién (5) implica que la correspondencia
w — Py, es inyectiva. Ya que QxQ es numerable, esto permite concluir que
A es numerable.

iii) Sea K C W un conjunto compacto. Notando que la coleccién de
abiertos {Da,w)(w) : w € K} es una cubierta de K, obtenemos puntos
wy,...,w, € A tales que K C Do) (w1) U ... Doy, (wy). En virtud de
(4), esto implica que

KNAC (D2r(w1)(w1) N A) U... (DQT(wn)(wn) N A)

es finito.

Notas
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