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iv) Puesto que W # (), entonces W no es numerable. Ya que A si lo es,
concluimos que W\ A # (). Sea w € W\ A. De acuerdo con (?7?), se cumple
que Do) (w) € W\ A. Esto prueba que W\ A es abierto.

Por tltimo, veamos que W \ A es conexo. Para ello fijemos z € W\ A.
Mostraremos que z se puede unir con cualquier w € W \ A mediante una
curva en W\ A. Con este propdsito consideremos el conjunto V' formado por
todos aquellos w € W para los cuales existe una curva « : [¢,d] — W que
une z con w y tal que a(t) € W\ A, Yt € (c¢,d).

Para mostrar que z € V' definamos «a(t) = z, Vt € [0,1]. Entonces « es
una curva que une z con Z y a(t) =z € W\ A. En consecuencia z € V.

Seaw € V. Consideremos primero w € W\ A. Usando que Dy, ) € W\ A,
se obtiene que Da,(w)w) € V. Consideremos después w = z. Empleando que
Dyr(z)(z) € W\ A, se sigue que Dy,(»)(2) € V. Consideremos finalmente
we Aw# z Seay € Dy, (w). Tomemos una curva o : [c,d] = W\ A
que una z con w. Usando la continuidad de « fijemos un punto ¢, € [c, d] tal
que 0 < [w — a(ty)| < 2r(w). Ya que a(ty),y € Dy, (w), Podemos ahora
construir una curva 3 que una «(ty) con y y cuya trayectoria esté contenida
en Dy, (w). La curva o + B es entonces una curva en W\ A que une z con
y. Esto prueba que V' es abierto.

Consideremos finalmente una sucesién {v,} C V y w € W y tales que
v, — w. Elijamos después N € N tal que vy € Day(w)(w). Si vy = w, la
conclusién es clara. De lo contrario, vy € W\ Ay ya que Doy (w) € W\ A,
se sigue que w € V. Esto prueba que V es cerrado en W.

En el desarrollo anterior hemos probado V' es no vacio, abierto y cerrado
en W. La conexidad de W implica entonces que V = W. De aqui se sigue

que cualquier par de puntos en W \ A se pueden unir mediante una curva
contenida en W\ A. O

Observacién 1. Tomando A = 0, resulta que A*NW = (). De la prueba de
iv) en el teorema anterior resulta entonces que
si W C C es abierto y conexo, entonces W es arco-conexo.

A partir del teorema 1 y el lema anterior se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1. Sean W una regién y f : W — C una funcién localmente serie
de potencias. Si f # 0, entonces:

i) f71(0) es numerable.

ii) Si K C W es compacto, entonces f~(0) N K es finito.
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Observacion 2. Bajo las hipdtesis de la proposiciéon anterior, consideremos
¢ € C. Entonces, aplicando dicho resultado a g := f—c resulta que la ecuacion

fz)=¢

tiene un nimero finito (que puede ser 0) de soluciones en cada compacto
KCWw.

Principio del Moédulo Maximo

Teorema 1. Sean W C C una regién, f : W — C una funcién que es local-
mente una serie de potencias y a € W.

i) (Principio del médulo maximo) Si f no es constante, entonces para
cada r > 0 existe z € W N D,(a) tal que |f(z)] > |f(a)|.

ii) Si f no es constante y f(a) # 0, entonces para cada r > 0 existe

z € WnND,(a) tal que |f(2)] < |f(a)].

Demostracién Empecemos notando que este resultado es similar al lema
3.3.3, el cual nos sirvié de base para establecer el teorema fundamental del
algebra. La prueba ahora consiste en establecer que dicho lema también se
puede aplicar en este caso.

Dado r > 0 elijamos s > 0 tal que 0 < s < 7, Dg(a) C W y f se
pueda expresar como f(z) =Y c,(z —a)™. Consideremos h = f — f(a) =
f—cod o gcn(z —a)

Puesto que h no es la funcién cero en la regién Dg(a), resulta que ¢, # 0
para algin n € N. Sea m el menor de tales n. Entonces ¢; = ---=¢,,_1 =0
y ¢m # 0. Luego, para z € D,.(a) se cumple

f(2) = fla) =) eulz —a)" = (= — a)"g(2), (1)

donde g(z) := >~ Cmin(2—a)". Por el corolario 3.1, la funcién g es continua
en D.(a) y g(a) = ¢, # 0. Esto, junto, con 1 permite aplicar el lema 3.3.3 y
as{ obtener tanto i) como ii). ]

Corolario 2. Sean W C C una regién, f : W - C L s. p.y K C W un
conjunto compacto no-vacio.

i) Entonces sup{|f(z)| : z € K} se alcanza en FrK.

ii) Si f7H0)N KY = (), entonces Inf{|f(z)|: 2 € K} se alcanza en FrK.



Capitulo 6

Integral de Cauchy

6.1. Integraciéon de curvas

Definicién 1. Sean a,b € R tales que a < by « : [a,b] — C una funcién
continua. Entonces las funciones Rea, Im« : [a.b] — R son continuas y por
lo tanto son Riemann-integrables. Definimos entonces

/aba(t) = /ab Rea(t)dtjti/ablma(t)dt

Como es usual, si @ > by a es continua en [b, a], serd conveniente definir

también ,
/ a(t)dt = —/ a(t)dt.
a b
Notacion

1) Para aligerar la notacién, en lugar de f; a(t)dt ’ con frecuencia simple-

Y

b
mente emplearemos fa a’.

2) Sean a,b € R tales que a < b. En ocasiones, en lugar de ‘f; o’ indicaremos
‘[, siendo I = [a,b]. Asimismo, ¢(I) denotara la longitud del intervalo I,
esto es, /(1) =b— a.

3) Al considerar un intervalo I = [a, b] entenderemos que a,b € Ry a <b.

Ejemplo 1. Sean a,b € Ry ¢ € C. Entonces
b b b
/c :/ Rec—l—i/ Imc = (b—a)Rec+i(b—a)lmec = (b—a)c.
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A continuacién presentamos las propiedades basicas de la integral de una
curva. Recordemos antes que C(I, C) es el espacio formado por las funciones
f I — C que son continuas.

Teorema 1. Sean [ = [a,b] y a, 5 € C(I,C).
i) La integral es lineal sobre C, esto es

/ (alt) + B)dt — /I a(t)dt + /I B(t)t, (1)

/m(z)& - k/a(t)dt, VkeC. 2)

Nombraremos aditividad a la propiedad (1).
ii) La integral es aditiva respecto al dominio de integracion. Esto significa
que si ¢ € [a, b], entonces

/aba(t)dt = /aca(t)dt + /Cba(t)dt.

iii) Se cumple la desigualdad del triangulo, es decir

/Ia(t)dt' < /I|a(t)]dt.

Demostracién i) La aditividad de la integral es consecuencia directa de la
aditividad de la integral de Riemann para funciones reales. A continuacién
probaremos (2).

Tomemos u = Rea, v = Ima, ¢ = Rek, d = Imk. Entonces
ka = (c +id)(u + iv) = cu — dv + i(cv + du). Luego, por la definicién
de la integral y por la linealidad de la integral de Riemann, se obtiene

/Ika = /](cu—dv)—l—i/l(cv—i—du))
- /u—d/+</+d/u)
- </+/)+d(/+/> i fa

ii) La aditividad respecto al dominio de integraciéon también es conse-
cuencia directa de la propiedad correspondiente para funciones integrables
reales.
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iii) Usando la representacién polar de [, a € C encontramos 6 € R tal
que ‘ f Ia! = ¢ ;. Empleando enseguida la C-linealidad de la integral
obtenemos | [, a| = [, e”a. Luego | [, a| = Re | [, a| = [, Re(e”a).

Aplicando ahora la desigualdad del tridngulo a la funcién real Ree?a y

notando que |Re (e??a)| < |e?a| = |a|, llegamos a que
/a §/|Re(ei9a)| §/|a|. O
I I I
Notas

Clase 25, mayo 4, 2022
Fernando Galaz Fontes



