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Ejemplo 1.

1. Consideremos w, z € C. Recordemos que la curva s, . estd definida por
Swr= (1—t)w+tz,0 <t <1. Tomemos o = s,,.. Ya que o/(t) = z —w, esta
curva es es de clase C'. Puesto que |o/(t)] = |z — w], el resultado anterior
indica que su longitud es

1
Usy,) = / |z —w| dt = |z —w|.
0

2. Consideremos z € C y r > 0. Recordemos que la curva c,, estd definida
por ¢, ,(t) := c,.(t) = z+7re*,0 < t < 27. Tomemos 8 = c,,. Ya que
B'(t) = rie", esta curva es de clase C'. Puesto que |3'(t)| = r, el resultado
anterior indica que su longitud es

27
ley,) = / e’ dt = 27r.
0

6.3. Integral de Cauchy

Definicién 1. Sean « : [a,b] — C una curva de clase C' y f : o* — C una
funcién continua. La integral de (Cauchy de) f a lo largo de o (o sobre «) es

/ f(2)dz = / F(a()a’ (t)dt. 1)

Observacion 1.

1. Puesto que la funcién B(t) = f(a(t))d/(t),Vt € [a, b], es continua, se sigue
que la integral en (1) esta bien definida.

2. Notemos que el integrando en el miembro derecho en (1) se puede obtener
formalmente al tomar z = a(t) y dz = o/(t)dt, y sustituirlos en el miembro
izquierdo. Esto hace que no sea conveniente denotar esta integral simplmente

por [ f.
Ejemplo 1. Sean w,z € Cy a = s, el segmento orientado (o dirigido) que
va de w a z, esto es a(t) == w+t(z —w), Vt € [0,1]. Nos interesa calcular

[, Zdz.
Ya que o/(t) = (z — w), resulta

/Edz =

W HE = w)(z — w)dt /0 (@ — w)+ |z — wl? £)dt

5 S

1
(z—w)—|—§|z—w|2.
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FIGURA 2

Extenderemos a continuacion la definicion de la integral de Cauchy a una
clase mas amplia de curvas.

Definicién 2. Un camino, o curva de clase C' por pedazos, es una curva
a : [a,b] — C tal que o/(t) existe y es continua en [a,b], excepto posible-
mente en un numero finito de puntos. Ademaés, en cada uno de estos puntos
excepcionales t, las derivadas laterales

alt —h) — a(t)
o (t7) := lim o (tT) = lim
( ) t—0t h ’ ( ) t—0t+ h
existen y son continuas por la izquierda y por la derecha, respectivamente. A
la particién P = {to,t1,...,t,} obtenida al agregar a {a, b} aquellos puntos
donde « no es derivable la llamaremos particion canonica asociada a o. La
coleccién de todos los caminos « : [a.b] — C se denotaré por C'P[a, b].

Sea a € C'Pla,b], P = {to,t1,...,t,} su particién candnica asociada y
oy la restriccién de « al intervalo [tg_1,%;], £k =1,...,n. Ya que cada curva
ay es de clase C1, de acuerdo al lema 2.1 y a la proposicién 2.1 concluimos
que un camino « siempre es rectificable y su longitud es

f(a) = é(al) + ...+ K(Oék)
Notemos que si e es una curva de clase Cl, entonces o es un camino.

Definicién 3. Sea o € C'Pla,b], P = {to,t1,...,t,} su particién candnica
asociada y «i la restriccién de « al intervalo [tp_1,%x], £ = 1,...,n. Sea
f:a* — C una funcién continua. Puesto que oy, es de clase C! en [tp_1, 1],

definimos .
JECE > / 1) @)
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Ya que cada curva «; es de clase C!, de acuerdo al lema 2.1 y a la
proposicién 2.1 concluimos que un camino « siempre es rectificable y su
longitud es £(a) = l(an) + ... + ().

Ejemplo 2. Sea o € C'P[a,b] y supongamos primero que « es de clase C*.
Usando el teorema fundamental del cdlculo para curvas resulta

/adz - /aba’(t)dt = a(b) — ala). (3)

En el caso general, sea P = {tg,t1,...,t,} la particién canénica asociada
a ay ai la restriccién de « al intervalo [ty_1,tx],k = 1,...,n. Ya que cada
ay es de clase C*, al hacer uso de (3) obtenemos

[ == Z [ - kf;mm ~ alty)) = a(b) — ala).

Asi, la igualdad (3) siempre es vilida.

Antes de establecer las principales propiedades de esta integral, introdu-
ciremos un concepto muy util.

Norma infinito

Definicién 4. Sea D C C. La norma infinito, o norma del supremo, de una
funcién f : D — C es

[ flloe == sup{[f(2)[: z € D}.

Notemos que la condicién ||f|l.c < oo equivale a que la funcién f sea
acotada. De acuerdo al corolario 3.3.1, esto sucede siempre que D es compacto
y f es continua. Asimismo, se cumple:

DIfGEI< 1flle, V2 €D,
ii) Si r > 0, entonces

1 fllee <7 si,ysélosi, |f(z) < r, VzeD. (4)

La norma infinito es una herramienta conveniente para trabajar con con-
vergencia uniforme de funciones, segiin se aprecia en el siguiente resultado.
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Proposicién 1. Sean D C Cy f,f, : D — C, ¥n € N. Entonces f, — f
si, y s6lo si, || fu — flloo = 0.

Demostracién Supongamos primero que f, — f y consideremos € > 0.
Existe entonces N € N tal que

|fu(2) — f(2)| <e,¥n>N, Yz € D.

Lo cual implica que || f,— f|loo <€, ¥n > N. Esto prueba que || f,— f|loc — 0.
Supongamos ahora que ||f, — f|l.o — 0 y consideremos ¢ > 0. Luego
existe N € N tal que ||f, — fllooc <€, Vn > N. Por lo tanto se cumple

fa(2) = F() < fa— fllw <€Yn>N.VzeD.
Asi, fo 5 f. 0

Observacion 2. En ocasiones no es necesario considerar la norma infinito de
una funcién f : D — C, sino de su restriccién a algtin subconjunto £ C D.
En tal caso emplearemos la notacion || f||eo. £-

Notas
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