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Teorema 1. Sea a € C'P|a, b].

i) La integral de Cauchy es lineal, esto es

[ gt = [ i+ [ o
/acf(z)dz = c/af(z)dz, Vf, geCla®), ceC.

ii) La integral de Cauchy es aditiva respecto al dominio de integracién: Sean
c€ (a,b), B:=0qy7:= oy Entonces 3y v también son caminos y

/{lf(z)dz:/gf(z)dz+/7f(z)dz, V[ e C).

iii) | [, f(2)dz| < [Iflloc £(ar), ¥V f € C(a”).

Demostracién i) Consideraremos primero el caso en que la curva en cuestién
es de clase C'. Aplicando la linealidad de la integral de curvas obtenemos

b
/ (f(2) + g(=))dz = / (F(a(t) + g(a()a’ (t)dt
= [ fal)a @yt + / g(at)’ (t)dt

a

_ /af(z)dz+/ag(z)dz.

En el caso general denotemos por P = {tg, t1, ..., t,} la particién canénica
asociada a o y y sea ay, la restriccion de « al intervalo [t,_1,t], k= 1,...,n.
Ya que cada ay, es de clase C!, después de hacer uso de lo que se probé en el
primer caso y agrupar adecuadamente, resulta

/ () +g(Ndz = Y / ((2) + 9(=))dz

= z”: (/ak f(z)dz + /ak g(z)dz)
= /af(z)dz—l—/cyg(z)dz.
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La otra propiedad se establece procediendo de forma similar.

ii) Supongamos primero que la curva « es de clase C'. Entonces 8 y ~y
también son de clase C? y, por la aditividad respecto del dominio para curvas,
se cumple

[t = [ s
_ / Fla)a' Bdt+[ Flad)d (#)dt = /ﬁ F(2)dz+ [ f(z)dz.

En el caso general denotemos por P = {to, t1,...,t,} la particién canénica
asociada a a' y sea i la restriccién de « al intervalo [tg_1,%], k=1,...,n.
Consideremos ¢ € (a,b) y 8 = qa, ¥ = Q[cp)- Observemos primero que
tanto 8 como 7 son caminos. Se presentan dos posibilidades. Discutiremos la
situacién en que ¢ € (t,,_1,tn), para algin m = 1,.. . n; la situacién restante
se puede analizar de forma mds directa. Tomemos entonces 8. = ayp,,_, q ¥
Ye = Qleg,]- Ya que q, es clase C*, por lo probado en el primer caso, se
obtiene

/f(z)dz = Z_ f(z)dz+/ f(z)dz + Z f(z)dz

k=1 " % k=m+1"Y %k
m—1

= f(z)dz + (/ f(z)dz + f(z)dz)
k=17 % Be Ve

= /Bf(z)dsz/vf(z)dz.

iii) Sea P = {to,t1,...,t,} la particion candnica asociada a oy i la
restricciéon de «v al intervalo [ty_1,tx], k=1,...,n.
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Fijemos k = 1,...,n. Por la desigualdad del tridngulo para integrales de
curvas, teniendo presente que |f(z)| < ||f|leo, V2 € a*, y usando la proposi-
cion 2.1, resulta

/ak f(2)dz

Por lo tanto

/afdz si /akf(z)dz

Corolario 1. Sean « € C'Pla,b] y {f.} C C(a*), f € C(a*).
i) Si f, = f en o, entonces lim, o [ fu(2)dz = [ f(2).

ii) Si la serie ), f, converge uniformente en o, entonces se cumple que
fa Zzo:o fn(z)dz = ZZO:O fa fn(z)dz'

Demostracién i) Sea n € N. Usando la linealidad y la propiedad iii) de la
integral de Cauchy resulta

Ah@—éﬂ@

Por hipétesis, f,, — f, lo cual equivale a que || f, — f|loo — 0. De (1) se
sigue entonces que [ f,dz — [ fdz.

ii) Tomemos S,, = Y ,_, fi. Luego, S, es continua y, por hipétesis, {S,}
converge uniformemente a .~ f,. De acuerdo con i) y la linealidad de la
integral, esto implica

/ifn(z)dz = lim /ifn(z)dz = lim i/f” = i fu(z)dz. O

n=0"%

< [ 1l ®ldr < [ 17 ela’e)de = [l o)

12
te—1 (7.

k
1

<D Ifllsctlan) = I flloc (). O

< || fa = flloot(c). (1)

/m@—ﬂmm

El concepto que introduciremos a continuacién serd muy util en adelante.

Definicion 4. La distancia de un punto z € C a un conjunto A C C es
dist (z, A) := inf{d(z,a) : a € A}.
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Observaciéon 3.
i) Recordemos que inf () = oo.
ii) Si A # (), entonces 0 < dist (z, A) < co.

Lema 1. Sean A C C un conjunto no-vacio y x € C.

i) Si 0 <r < dist (x,A), entonces AN D,(x) = 0.

i) Si dist (x,A) <r, entonces AN D,(x) # 0.

iti) d(x, A) = 0 si, y sdlo si, x € A. Equivalentemente, d(z, A) > 0 si, y sdlo
si, v & A.

Demostracién Dejaremos la prueba de ii) y iii) como ejercicio.

iii) Supongamos que 0 = d(z, A) = inf{d(z,w) : w € A}. Entonces
podemos encontrar una sucesion {w,} C A tal que d(z,w,) — 0, esto es,
w,, — x. Por lo tanto z € A.

Supongamos ahora que x € A. Entonces existe una sucesion {w,} C A
tal que d(wy,x) — 0. Ya que 0 < d(z,A) < d(z,w,), Vn € N, al hacer
n — oo se sigue que d(z, A) = 0. O

Sea A C C un conjunto no vacio. Si A es cerrado y x ¢ A, notemos que
el resultado anterior indica que d(z, A) > 0.

Lema 2. Sean o € C'Pla,b]. Dada f € C(a*), definamos
f(w) )
F(z) = . 2
(2) /aw_zdw, VzeC\a (2)

i) Para cada a € C\ o* la funcidn F tiene un desarrollo en serie de potencias
en el disco Dg(a), donde R = dist (a,a*) > 0.

Por lo tanto, F tiene derivadas de todos los ordenes en C\ o*. Ademds
éstas se pueden obtener derivando bajo la integral en (2). Asi,

FM(2) :n!/%dw, VneN, VzeC\a" (3)

ii) h’rn|z|_>oo F(Z) =0.
Demostracién Tomemos C' = C\ a* y z € C. Luego w — z # 0,YVw € o*.

Por lo tanto la funcién w — 2% es continua en a*. Esto muestra que F(z)

w—=z
estd bien definida.
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Fijemos ahora a € C'y sea R = dist (a,a*). Puesto que a* es cerrado
vy a € o, se cumple que R > 0. Dado r tal que 0 < r < R, probaremos
que F' tiene un desarrollo en serie de potencias en D,(a). De acuerdo a la
observacion 5.3.2, los coeficientes de esta serie de potencias no dependen de
r, con lo cual se seguira lo afirmado.

Sea pues 0 < r < R y escojamos p tal que 0 < r < p < R. Consideremos
w e oy z € D,(a). Entonces [w —a| > R > p> £ |z —a|. Luego

zZ—a

< % <1, Vwea", Yz € D,.(a). (4)

w—a

Por consiguiente, para tales w y z se satisface

(w—2)" = wW—a—z4a)"'=(w—a)"" (1_ Z—a>_1

Por lo tanto

f(iv) _ i f(iv) (Z:a)” 5)

Siendo continua, la funcién w — % es acotada en a*. De acuerdo con
(4) y el criterio M de Weierstrass, esto implica que la convergencia de la serie

en (5) es uniforme respecto de w € a*. Luego, al integrar sobre a*, resulta

F(Z):/a%dw = i(/a(w]:(%duo (z—a)", Yz € D,(a).

n=0

—

La expresion anterior indica que F' es una serie de potencias alrededor de
a. Esto permite concluir que F' tiene derivadas de todos los 6rdenes y que
ademads satisfacen (3).

Notas
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