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ii) Tomemos ¢ = {(a) y M = sup{|w|: w € a*}. Dado € > 0 escojamos
un numero real R tal que

2
R > 2M, R>%.

Consideremos z tal que |z| > Ry w € . Entonces

R
w =2 2 Jef = Jw| 2 [o] =M = <.
2
Luego ’]f(w)]’ < ”goo, Yw € . Por iii) del teorema 1, esto implica
w—z

/—f(w) dw’ < Wy o g
QW — 2 - R -

Indice respecto a una curva cerrada

Definicién 1. Una curva a en C es una curva cerrada si su punto inicial
coincide con su punto final.

Definicién 2. Sea a un camino cerrado en C. El indice de z € C\ o es

entonces . p
Ind,(z) = — ad

2 J, w— 2

Teorema 2. Sean « un camino cerrado en C y C':= C\ o*. Entonces:
i) La funcién Ind, sélo toma valores enteros.

ii) La funcién Ind, es constante en cada componente conexa de C'y vale 0
en su componente conexa no-acotada.

Demostracién Sea P = {to,t1,...,t,} la particién canénica asociada a «
y sea i la restriccién de « al intervalo Iy, = [tp_1,%], k=1,...,n.

i) Fijemos z € C. De acuerdo con iii) de la proposicién 1.3.2, para esta-
blecer que Ind,(z) es un entero es suficiente probar que

1= e/a wde. (1)
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Fijando k = 1,...,n, analizaremos en seguida la funcién

t o/ (s) e
/tk_l a(s) — 2 .t eI (2)

De (2), después de derivar usando la regla de la cadena y el teorema
fundamental del calculo, resulta

p(t)=e

O (1) (aft) — 2) = o' (t) (t), Yt € L.

Lo cual implica que la funcién
t
) = 29 yier,
z

tiene derivada 0. Luego, h es constante. Entonces

a(t) — =z
) =h(te1)(a(t) —2) = ———"— VeI,
gp( ) ( k 1)(06( ) Z) a(tk—l) — Z’ € k
Lo cual implica que
[, e o a(ty) — =
ap w—z — t — .
< a0 atp_1) — 2
De esto resulta
i e _ot) =z alt) -2 _,

alty) =z altp-1) — =2 -

pues « es cerrada. Esto prueba (1).

ii) Tomando f = 1 en el lema 2, se concluye que la funcién g = Ind,
es continua. Sea Cp una componente conexa de C. Entonces, g(Cj) también
es conexa. Teniendo presente i), esto implica que g(Cp) consiste de un sélo
punto, esto es, g es constante en Cj.

Sea (] la componente conexa de C' que es no-acotada. De acuerdo con lo
que se acaba de probar, notemos que para concluir que Ind, = 0 en C basta
establecer que existe z € C tal que |Ind,(z)|< 1. Lo cual se sigue de ii) en
el lema 2. O]
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FIGURA 2

Ejemplo 3. Calcularemos en seguida la funcién indice correspondiente a la
circunferencia orientada o = ¢, ,, donde a € Cy r > 0.

En este caso las componentes conexas de C' := C \ o* son C := D,(a)
y Cy:={z € C: |z—a|l > r}. Notando que C; es la componente conexa
no-acotada de C, por el teorema anterior se cumple que Ind, = 0 en Cs.
Por otra parte, para obtener el valor de Ind,, en C}, basta encontrar Ind,(a).
Tomando w = a(t) = a+re™,Vt € [0, 27], resulta - = L v dw = rie’dt.
Por lo tanto

1 d I
nda(a) = o= [ ——=_— [ idt=1.
2mi Jow —a 2w Jy

Resumiendo, hemos encontrado que

1, Jg=a < r
Ind,, . (2) = { 0, |z—a|>r

6.3. Calculo de Integrales

Empezaremos analizando el comportamiento de la integral de Cauchy
bajo reparametrizaciones.

Definicién 1. Si « : [a,b] — C es una curva, entonces su curva opuesta es
la curva agp definida por
aop(s) = a(—s), Vs € [-b, —a].
En la figura 2 se describe geométricamente aop.

Observacion 1.
1. Aunque aop tiene la misma trayectoria que c, debemos notar que la recorre

I

en “sentido contrario”. En lugar de ‘agp’ también se usa la notacion ‘—a’.

2. Si a es un camino, notemos que app también lo es.
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FIGURA 3

Definicién 2. Unas curvas « : [a,b] — Cy B : [¢,d] — C son similares, si
existe una biyeccién h : [a,b] — [c,d] de clase C* tal que ' > 0 en [a,b] y

aft) = B(h(t)), Vi € [a,b]. (3)
En la figura 3 se ilustra la situacién que se acaba de considerar.

Observaciéon 2.

1. Puesto que /' > 0 en [a,b], la funcién h : [a,b] — [c,d] que aparece en
la definicién anterior es creciente. Luego h(a) = ¢y h(b) = d. Asimismo, la
funcién h™! : [c,d] — [a, b] también es de clase C*.

2. Ya que h es una biyeccién, de la condicién (3) resulta que o* = *.

Observacién 3. 1. Sea « : [a,b] — C un camino, P = {to,t1,...,t,} la
particiéon canénica de [a,b] asociada y a4 la restriccién de « al intervalo
[tr_1,tk], K =1,...,n. Se obtiene entonces que

a=a;+ -+ ay.

2. Si un camino S le sigue a un camino «, entonces a + [ es un camino.

Proposicién 1. Consideremos caminos « : [a,b] - Cy (3 : [¢,d] — C.
i) Entonces faop f(z)dz = — [ f(2)dz, ¥ f e Ca¥).
ii) Si oy B son similares, entonces [, f(z)dz = [, f(2)dz, V f € C(a”).

iii) Si 5 le sigue a «, entonces

/M f(2)dz = Lf(z)dz+/ﬁf(z)dz, v feClatu ).
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Demostracién i) Sea f € C(a*). Consideremos primero el caso en que a de
clase C'. Ya que aop(s) = a(—s),Vs € [—b, —a], por la regla de la cadena,
resulta que app también es de clase C 1. Luego, después de usar el cambio de
variable t = —s, de acuerdo al teorema 1.3 obtenemos

[ s = = [ sotopns

_ /baf(a@))a'(t)dt:—/af(z)dz.

En el caso general sea P = {tg,t1,...,t,} la particién candnica asociada
a ay o la restriccién de «v al intervalo [tg_1,tx], £ = 1,...,n. Entonces la
particién candnica asociada a aop es Q = {—t,,...,—to} y su restriccién

al intervalo [—ty, —tx_1] es (ax)op. Teniendo presente lo que se acaba de
establecer, se obtiene entonces que

/aop f(z)dz:z;/(ak)op f(Z)dZ:_z::/akf(Z)dZ:_/af(z)dz'

Notas
Clase 29, mayo 18, 2022
Fernando Galaz Fontes



