Capitulo 7

Teorema de Cauchy y
consecuencilas

7.1. Teorema local de Cauchy
El siguiente resultado es una especie de teorema fundamental del calculo

en nuestro contexto.

Lema 1. Sean W C C un conjunto abierto, o : |a,b] — W un camino y
feCa"). Siexiste F'e H(W) tal que F' = f, entonces

/ f(2)dz = F(z1) - Flz),

donde z; = a(b) y zo = ala). En particular, si el camino « es una curva
cerrada, entonces [ f(z)dz = 0.

Demostracién Supongamos primero que « es de clase C'. Ya que f = F',
a partir de la regla de la cadena y el teorema fundamental del calculo se
obtiene

b
/f(z)dz = / F'lat)dt)dt = F(a(t) > = F(z) — F(z).

Consideremos ahora el caso general. Sean P = {t¢, t1,...,t,} la particiéon
canénica de a y i la restriccion de « al intervalo [ty_1,tx], & = 1,...,n.
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Teniendo presente lo que se acaba de probar, resulta

/ f(2)de = 3 / F(2)dz = 3 (Flat) - Pt 1)) = F(e)—F(z0).

]

Observacion 1. Notemos que, bajo las hipdtesis consideradas, el resultado
anterior indica que la integral fa f(2)dz no depende de la trayectoria de «
sino Unicamente de sus puntos inicial y final. Esto puede ser muy util al
calcular integrales de Cauchy.

Ejemplo 1. Consideremos n € INy. Entonces

ntl /
( ) _ o vzeC. )

n—+1

Si v es un camino cerrado, del lema 1 resulta entonces que
/z"dz =0, Vn € IN. (2)

De (2) y la linealidad de la integral de Cauchy, se sigue que si P es un
polinomio y a un camino cerrado, entonces fa P(z)dz = 0. Por lo tanto,

si A es un tridngulo ordenado y P un polinomio, entonces / P(z)dz = 0.

oA

(3)

Cuando n = —2,-3,..., se sigue cumpliendo (1) para z # 0. Por consi-
guiente, suponiendo adicionalmente que 0 ¢ o, se obtiene que

/Z”deO, n=-2,-3,....

Ejemplo 2. Consideremos la curva o = c¢y,, donde r > 0. Observemos
que o es una curva cerrada de clase C*. En el ejemplo 6.3.7? se establecié
que fa % # 0. Teniendo presente el lema 1, esto permite concluir que, para
cualquier s > 0, no existe F': D,(0) — C tal que F'(z) = 2, Vz € D.(0).

Teorema 1. [de Cauchy para un tridngulo] Sean W C C un conjunto abierto,
peWyfeCW).Sife HW\{p}) y A CW esun tridngulo orientado,

entonces [, f(z)dz = 0.
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Demostracion Si los vértices de A son colineales, a partir del lema 6.4.1
resulta que fa A f(2)dz = 0. Por esta razon, en adelante supondremos que
esto no ocurre. Consideremos primero el caso en que p ¢ A.

Probaremos que ¢ :=| [, f(2)dz| es 0. Sea € > 0. Utilizando los puntos
medios de los lados del triangulo orientado A segun se describié en el ejemplo
6.4.2 se obtienen 4 subtriangulos orientados. Denotémoslos por T4, 15, T3, Ty
y tengamos presente que

B diam A
2

P(T;) = ——, diam(Tj) , j=1,23,4, (4)
donde P(T') indica el perimetro del tridngulo 7'

De acuerdo al ejemplo citado, se cumple que A ~ 9T+ 9T, + 015+ 01y.
Por lo tanto

4
f2)dz =) [ f(2)d (5)
oA o Jor;

Luego, ¢ < ijl Jor. f(z)dz‘. De esta desigualdad se sigue que para
alguno de los tridngulos Tj,7 = 1,...,4, el cual denotaremos por A;, se
satisface

c<A4 f(z)dz]. (6)
A,

Repitiendo el proceso anterior, a partir de (4), (5) y (6) se obtiene una
coleccién de tridngulos orientados {A,}, con las siguientes propiedades:
1) A, es compacto, no-vacio, A, 1 € A,, Vn € N.

2) P(A,) =27"P(A), diam(A,) =2 "diam (A), Vn € N.
3) ¢ <A™ [ya f(2)dz|, Vn €N,

De 1) y la propiedad de la interseccién finita (lema 3.3.4), se sigue que
existe a € Ny A, € A C W. Yaque f es derivable en a, es posible encontrar
entonces 0 > 0 tal que

f(2) = fa) = f(a)(z —a)l < €|z —d|, Yz € Ds(a). (7)

De acuerdo con la propiedad 2), elijamos N € N tal que diam Ay < 4.
Entonces, Ay C Ds(a), por lo que de (7) y 2) se sigue que

1f(2) — f(a) — f'(a)(z — a)] <e2Ndiam (A), Vz € Ay. (8)
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Notemos que (3) indica que [, (f(a)+ f'(a)(z —a))dz = 0. Usando esto
junto con la propiedad 3), iii) en el teorema 6.3.1 y (8), resulta

c < 4V = 4N

f(z)dz

OAN

< €42 Vdiam (A)27VP(A) = € diam (A)P(A).

/8 ()~ @) = @~ a)d:

Haciendo € — 0 se concluye que ¢ = 0.

Analizaremos ahora el caso en que p es uno de los vértices de A. Tome-
mos M := ||f||oc,a+. Dado € > 0, observemos que podemos descomponer el
tridngulo ordenado A en tres subtridngulos orientados, 71, 79, 73, de manera

que p ¢ U, P(13) < 3755,

/ e = [ feyaz+ [ fedz+ [ f2)de
OA

0T 0Ty o3

Por lo establecido en la primera parte de la prueba y iii) del teorema
6.3.77, se sigue que

= f(2)dz

o3

< €.

f(z)d=
A

Haciendo € — 0, se sobtiene la conclusién.

Supongamos ahora que p esta en alguno de los lados de A. Entonces, el
triangulo A se puede descomponer en 2 triangulos orientados, 7y, 7, cada
uno de los cuales tiene a p como vértice y se cumple

f(2)dz = (2)dz + f(z)dz. 9)
0A or lozp)

Aplicando ahora lo establecido en el caso anterior, se obtiene la conclusién.

Resta analizar el caso en que p pertenece al interior de A. En esta situa-
cién, el tridngulo A se puede descomponer en dos subtriangulos orientados,
Ty, T2, cada uno de los cuales tiene a p en uno de sus lados y se cumple (9).
Por lo que se acaba de probar, esto implica que ¢ = 0. O
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