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Teorema 2. [de Cauchy en un abierto convexo|] Sean W C C un conjunto
abierto y convexo, y p € W. Si f € C(W) y f es holomorfa en W \ {p},
entonces:
i) Existe F' € H(W) tal que F' = f.
ii) Si o es un camino en Wy « es cerrado, entonces [ f(z)dz = 0.
Demostracién i) Motivados por el caso de funciones de variable real, defi-
namos

F(z) = f(w)dw.
La convexidad de W asegura que I estd bien definida. Fijemos ahora a € W,
consideremos r > 0 tal que D,(a) C W y sea h tal que |h|< r. Ya que los
puntos p,a y a+ h pertenecen a W y W es convexo, el triangulo definido por
ellos esté contenido en W. Por el teorema anterior, esto implica que

/s f(z)der/S f(z)dz—l—/sa f(2)dz = 0.

Se sigue de aqui que

F(a+h)—F(a) — f(a)h = / fw)dw — / f(a)dw

_ / F(w) — f(a)ldw. 1)

Sea € > 0. Por la continuidad de f en a, podemos encontrar § € (0, ) tal
que |f(w) — f(a)] < € Yw € Ds(a). Empleando esto en (1), a partir de iii)
en el teorema 6.3.1, se concluye que

|F(a+h) — F(a) — f(a)h| < €|h|, Yh € Ds(0).

Lo cual prueba que F'(a) = f(a).
ii) La conclusion se sigue inmediatamente de i) y el lema 1. O

7.2. Consecuencias del teorema de Cauchy

Teorema 1. [Representacién integral de Cauchy en un conjunto convexo]
Sean W un conjunto abierto y convexo. Si f € H(W) y a es un camino
cerrado en W, entonces

F() nda(z) = — [ 1)

2 J, w— 2

dw, Yz € W\ o
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Demostracién Fijemos z € W\ a* y definamos g : W — C por

OO
g(’”:{ e w=z

Observemos que g es continua y derivable en W\ {z}. Luego, por el teorema
de Cauchy en un abierto convexo, se cumple que fa g(w)dw = 0. Puesto que

g(w) = L9215 o ¥ se sigue que

/%dw:ﬂz)/ ! dw = 27i f(2) Inds(2). O

w—z

Corolario 1. Sean W C C un conjunto abierto y f € H(W). Entonces:

i) Para cada a € W, la funcién f tiene un desarrollo en serie de potencias en
el disco Dg(a), donde R = dist (a, W¢) > 0.

ii) La funcién f es localmente una serie de potencias. Por lo tanto, f tiene
derivadas de todos los 6rdenes. En particular f' € H(W).

Demostracién i) Seana € Wy R = dist (a, W¢). Notemos que Dg(a) C W.
Tomemos 7 tal que 0 <7 < R, o = ¢q, y consideremos la funcién

L[ f(w)
F(z)=— | —=dw, V¥ D, (a).
(2) 27ri/aw—z w, Vz € Di(a)
Ya que r = dist (a,a*), del teorema 6.3.2 resulta que

F(z) es una serie de potencias en D,(a). (2)

Por otra parte, el disco Dg(a) es convexo y « es un camino cerrado en
Dg(a). Puesto que Ind,(2) = 1,Vz € D,(a), el teorema anterior implica
que f(z) = F(z), Yz € D,(a). De esto y (2) se sigue que f es una serie
de potencias en D,(a). Finalmente, de acuerdo a la observacién 5.3.2 los
coeficientes de esta serie de potencias no dependen de r € (0, R). Il

Observacion 1.
1. Una funcién f : W — C es holomorfa si, y solo si, es localmente una serie
de potencias. Por lo tanto una funcién f € H(W) tiene todas las propiedades
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establecidas en la seccion 5.5. En particular, satisface el teorema del modulo
maximo.

2. En la prueba anterior se estableci6 que en D,(a), la funcién f tiene la
representacion integral

f(w)d;u’ Vz e D,(a).

= F =
fe=Fe) = [ 10
Desarrollando la integral que define a F' se obtiene entonces que

fla) = % /_Tr fla+re®)do, Vr € (0,R). (3)

Esto nos indica que el valor f(a) de una funcién holomorfa se puede

obtener “promediando”los valores de f sobre cualquier circunferencia con
centro en a y radio r > 0, con tal que B,(a) C W.
3. En el teorema de Cauchy para un tridngulo consideramos f € C(W) tal
que f es derivable en W \ {p}, para algin p € W. Se probé entonces que
existe F' € H(W) tal que F' = f. Usando ahora el teorema 1 concluimos que
de hecho f € H(W).

Corolario 2. Si f: C — C es una funcién entera, entonces

X f(n)
i0=31"0 y.cc

n!
n=0

Demostraciéon De acuerdo al resultado anterior, basta notar que en este
caso R = dist (0, W*) = dist (0,0) = oo. O

El resultado siguiente es una especie de reciproco del teorema de Cauchy.

Corolario 3. [Teorema de Morera] Sean W C C un conjunto abierto y
feCW).Si [, f(2)dz = 0 para cada tridngulo orientado A C W, entonces
fe HW).

Demostracién Tomemos a € Wy escojamos r > 0 tal que V = D,.(a) C W.
Entonces V' es un conjunto abierto y convexo. Procediendo ahora como en la
prueba del teorema 2, se obtiene una funcién F': V — C tal que F' € H(V)
y F' = fen V. Luego, f € H(V). Esto prueba que f es derivable en a. [
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Corolario 4. [Estimaciones de Cauchy| Sean a € C,R > 0y f € H(Dg(a)).
Si |f(2)] < M,V z € Dg(a), entonces

|
S < M, VneN, (4)
Demostracién Tomemos r tal que 0 < r < Ry o = ¢,,. Por la representa-

cién integral de Cauchy, se cumple

f(z) = %/%dw, Vz e D,(a).

Usando el lema 6.3.2 podemos derivar bajo la integral en el miembro
derecho de la igualdad anterior. Se obtiene de esta manera que

n!

() | [ fw) o
)l < 2 /Q(w—a)”“dw‘ = T”M'

Haciendo ahora » — R, se obtiene lo afirmado. Il

Corolario 5. [Teorema de Liouville] Si f es una funcién entera y acotada,
entonces f es constante.

Demostracién Ya que C es conexo, basta probar que [ = 0.
Fijemos M > 0 tal que |f|< M en C y consideremos a € C. Empleando
la estimacién de Cauchy para la primera derivada, se obtiene

M
1f'(a)] < —=, VR>0.
R
Haciendo R — oo, concluimos que f'(a) = 0. O

El siguiente resultado indica que la derivacion compleja presenta propie-
dades que contrastan con la derivacién real.

Teorema 2. Sean W C C un conjunto abierto, {f,} C HW)y f: W — C.
Si f, &% f, entonces f € HW) y f9 % 0, vjeN.

Demostraciéon Consideremos a € W, tomemos r > 0 de manera que
B,(a) CW yseaa = c,,. Yaque f, & £, supondremos ademés que f, — f
en B, (a).
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Por el lema 6.3.2, para concluir que f es derivable en a, es suficiente
probar ahora que

= [T v e b, (5)

w J——
Por la representacién integral de Cauchy, se cumple

fn(w)

QW — 2

fn(2> - 5 Vze DT(CL).

Fijemos z € D,(a) y hagamos n — oo en la expresién anterior. En el
miembro izquierdo se obtiene f(z). Por otra parte, f, — f en a*. Puesto
que |w — z| > d(z,a*) > 0,Vw € a*, se sigue que {Z(z) RS fu(iuz) en o*. Esto
permite aplicar el corolario 6.3.1 para concluir que, cuando n — oo, el limite

del miembro derecho es | %dw. De esta manera obtenemos (5).

Para terminar la prueba estableceremos enseguida que f,(LJ N f9) en
D = D:(a). Sea z € D. Entonces Dr(z) C B. Luego, teniendo presente la
linealidad de la derivacion y usando las estimaciones de Cauchy resulta

|
I9E) = SO < Sl = flloo, V2 € D.

Ya que f, = f en B, de la expresién anterior se concluye entonces que
f,(f) 4 fU@) en D. 0

Observacién 2. El teorema de Weierstrass sertala que si f : [a,b] — R es
cualquier funcién continua, no necesariamente derivable, entonces siempre
existe una sucesién de polinomios {P,} tal que P, — f. El teorema anterior
indica que en C la situacién es muy diferente.

De la linealidad de la derivacion se obtiene inmediatamente el siguiente
resultado.

Corolario 6. Sean W C C un abierto y {f,,} € H(W). Si la serie Y~ f,
converge casi uniformemente en W, entonces >~ f, es holomorfa.
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