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7.3. Multiplicidad de un cero de una funcién
holomorfa

Sea W C C un conjunto abierto. En la seccién 5.5 analizamos los ceros
de una funcion f : W — C que es localmente una serie de potencias, es decir
que es holomorfa, de acuerdo al corolario 2.1. Enseguida continuaremos el
estudio de dichos ceros.

En la seccién 5.5 establecimos que si W C C es una regién, f € H(W) y
f # 0, entonces f~1(0) no tiene puntos de acumulacién en W. El siguiente
ejemplo muestra que f~(0) si puede tener puntos de acumulacién en Fr(W).

Ejemplo 1. Consideremos W = C\ {0} y f(z) =senl, Vz € W. Notemos
que W es una regién y f € H(W). Ademas f(#) = 0, Vn € N. Luego,
0 € f71(0)?. Claramente, f # 0.

Sean W C C un conjunto abierto, f € HW), a € W y n € INy. El
n-ésimo polinomio de Taylor de f alrededor de a es el polinomio P, definido

por
P.(z) = f(a)+ fl(a)(z —a) +--- + fT(!@(z —a)".
Definamos ahora
f t)—_a;j:ff)’ ita
9(z) = fgnﬂ)(a) : (1)
EESVRE

Claramente, g es derivable en W\ {a}. Veamos que g también es derivable
en a. Para ello tomemos r > 0 tal que D,(a) C W. De acuerdo al corolario
2.1, f se representa por su serie de Taylor alrededor de a. Asi, se cumple

f(z2) = Pn(z)+M(z—a)(”“hrw(z—a)"”—l—' .., Yze D).

(n+1)! (n+2)!
Por consiguiente
f(2) = Pu(2) = (z — a)"Vh(2), Yz € D,(a), (2)

donde

B f(n+1)(a) f(n+2(a)

h(z) = 1) + (n+2)!(z—a)—|—~~ , Vz € D,(a). (3)
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Puesto que h es una serie de potencias alrededor de a que es convergente
en D,(a), el corolario 5.4.1 indica que h es derivable en a, en particular h es
continua ahi. De la igualdad (2) resulta entonces que

- f(z) = Fulz) _ _ " (a)
llgclt (z —a)nt! llgzlzh( 2) = Ma) = (n+ 1)1

(4)

Esto muestra que h(a) = g(a). Por otra parte, de (2) es claro que h(z) =
g(z) si z € D.(a). Luego g = h es derivable en a.

El siguiente resultado es una recapitulacion del desarrollo anterior.

Lema 1. Sea W C C un abierto, f € HW) y a € W. Entonces, para cada

n € INy, existe g € H(W) tal que g(a) = f((r;ttli)(?)

J(2) = Pa(2) + (2 — )" g(2), Vz € W,

Definicién 1. Sean W C C un conjunto abierto f € H(W) y a € W tal
que f(a) = 0. Diremos que a tiene multiplicidad finita, si existen m € Ny
g€ H(W) tal que g(a) #0 y

F(z) = (z—a)"g(z), Yz W. (5)

Mas adelante veremos que, cuando existe, tal m es tnico y lo llamaremos
multiplicidad de a. Cuando m = 1 indicaremos que a es un cero simple ( o
raiz simple).

Proposiciéon 1. Sean W C C un conjunto abierto, f &€ (W) ym € N.
Entonces a € W tiene multiplicidad m si, y sélosi, 0 = f(a) = -+ = f™ (a)

y f™(a) #0.

Demostracién Supongamos que se cumple (5), donde m € Ny g(a) # 0.
Claramente f(a) = 0. Fijemos r > 0 tal que D,(a) C W y consideremos el
desarrollo de ¢ en serie de potencias alrededor de a. En virtud de (5), este
desarrollo de g proporciona un desarrollo para f donde los coeficientes de las
potencias (z—a)?, ..., (z—a)™ ! son 0y el de (z—a)™ es g(a). Usando ahora el
corolario 5.4.1 resulta que f(a) = --- = f"V(a) =0, f™(a) = mlg(a) # 0.

Supongamos ahora que 0 = f(a) = ... = f™Ya) y f™(a ) # 0. Del
lema anterior obtenemos ahora g € H(W) tal que g(a) = fm (a) # 0y
f(2) = Ppa(2) + 9(2) (2 — @)™ = g(2)(z — )™ O
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Observacion 1. Del resultado anterior podemos notar que la multiplicidad
de un cero de una funcién holomorfa, cuando existe, esta bien definida.

Corolario 1. Sea W C C una region y f € H(W). Si f # 0, entonces, todo
cero de f tiene multiplicidad.

Demostracién Sea a € W tal que f(a) = 0. Para concluir que a tiene
multiplicidad usaremos la proposicién anterior. Si f*(a) = 0,Vk € N, al
considerar el desarrollo de f en serie de potencias alrededor de a, resulta que
f =0 en un disco abierto D,(a) C W. Siendo W conexo, el teorema 5.5.1
implica que f = 0. O]

7.4. Singularidades aisladas

Definicién 1. Sean W C C un conjunto abierto y f € H(W).
a) Si a € FrWV, diremos que a es una singularidad de f.
b) Una singularidad a de f es aislada, si existe r > 0 tal que D.(a) C W.

¢) Si a es una singularidad aislada de f y f puede extenderse a W U {a}
de manera que la extension resultante sea derivable en a, diremos que tal
singularidad es remouible.

Observaciéon 1. Supongamos que W C C es un conjunto abierto y a es una
singularidad aislada de f € H(W).
1) Elijamos r > 0 de manera que D) (a) C W. Luego

WU {a} = WUD.(a) U{a} = W U D,(a)

es abierto.
2) Supongamos que a es una singularidad removible de f y sea F' una funcién
holomorfa en W U {a} tal que F' = f en W. Tal F es unica, pues

F(a) = lim F(z) = lim f(z).

zZ—a z—a
En esta situacion, cuando se habla del valor de f en a, debe entenderse
que en realidad éste se trata de F'(a).

sen z

, definida en W = C\ {0}.
Notemos que a = 0 es una singularidad aislada de f. Veamos que se trata de
una singularidad removible.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién f(z) =
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Ya que sen(0) = 0 y sen’(0) # 0, concluimos que 0 es una raiz simple de
sen. Luego, podemos expresar sen z = z g(z), siendo h una funcién entera tal
que h(0) # 0. Se sigue entonces que f = g en W y, por lo tanto, 0 es una
singularidad removible de f.

Lema 1. Sean W C C un conjunto abierto, f € H(W) y a una singularidad
aislada de f. Entonces a es una singularidad remouvible si, y solo si, existe
r >0 tal que D.(a) CW y f es acotada en D.(a).

Demostracién Consideremos primero que existe r > 0 tal que D.(a) C
W'y f es acotada en D! (a). Para proponer la extensién de f procedemos
indirectamente, de la forma siguiente. Definimos

g(z):{ (z—a)*f(z), zeW . (1)

0, z=a

Claramente, g € H(W). Observando que

z—a
y teniendo presente que f es acotada en D’ (a), resulta ¢’(a) = 0. Luego,
g € HW U {a}). Puesto que g(a) = ¢'(a) = 0, haciendo uso del lema 3.1,
encontramos F' € H(W U {a}) tal que

g(2) = (z —a)’F(z), Yz € WU {a}. (2)

De (1) y (2) se sigue que f = F' en W. Esto prueba que a es una singu-
laridad removible de f.

Supongamos ahora que a es una singularidad removible de f. Entonces
existe F' € HW)J{a} tal que f = F en W. Tomemos r > 0 tal que
B,(a) C W U{a}. Ya que F es continua en el conjunto compacto Bg(a), es
acotada ahi. Luego, también lo es f. ]

Definicién 2. Sean W C C un conjunto abierto, f € H(W) y a una
singularidad aislada de f. Si existen m € N, ¢,...,¢, € C, ¢, # 0y
h € HW U{a}),tales que

f) =3 e ), Ve W, (3)

zZ—Q
k=1

diremos que a es un polo de f y que su orden es m.
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Continuando en el contexto de la definicién anterior, introduzcamos el
polinomio P(y) = 1y + - - - + ¢,,y™. Entonces, a la funcién

Z(zf—’“a)k = P((z—a)), V2 #a, (4)

k=1
se le llama la parte principal de f en a. Ya que |P(y)| — oo si |y| — oo,
resulta que |P((z — a)™')|— oo, cuando z — a. Por (3), esto implica que

lim |f(2)] = oo. (5)

z—a

De aqui podemos concluir que un polo no es una singularidad removible.

Lema 2. Sean W C C un conjunto abierto, f € H(W), a una singularidad
aislada de f y m € N. Entonces, a es un polo de f de orden m si, y solo si,
lim f(2)(z — a)™ existe y es distinto de cero. (6)
z—a
Demostracion Supongamos primero que a es un polo de orden m € N y
expresemos f como en (3). Resulta entonces que
lim f(2)(z —a)™ = ¢, # 0.
z—a
Supongamos ahora que se cumple (6). Notemos que entonces la funcién
definida por z — f(z)(z — a)™ tiene una singularidad aislada en a y es
acotada en D! (a), para algin r > 0. Por el lema 1, esto implica que existe
g € HW U {a}) tal que (z —a)™f(z) = g(2), Vz € W. Ademés g(a) =
lim, ,,(z = a)™f(z) # 0. Usando enseguida el lema 3.1 encontramos h €
H(W U{a}) tal que

g(z) =gla)+---+ (’;nm_—_l(f))!(z —a)" '+ (z —a)"h(z), Vz € WU {a}.

Se sigue entonces que

e L g
/(z) = (z —a)m T (m—1D!(z—a)!

+h(z), VzeW.

Ya que g(a) = lim,,,(z — a)™ f(z) # 0, de la igualdad anterior concluimos
que a es un polo de f de orden m. Il
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Observacién 2. Sigamos bajo las hipétesis del resultado anterior.

i) Consideremos k € N. A partir de (6) resulta entonces que
lm |(z —a)*f(2)| = cosik<m, lim |(z —a)*f(2)] = 0sik>m.
zZ—a z—a

Esto permite concluir que el orden de un polo esta bien definido.

ii) De (3) se obtiene que

9(z) = (z—a)"f(2) ch +(z—a)"h(z),Vz e W.
k=1
Luego
(m=1) (g
cm = g(a), cm1=4d(a),...,c1 = im i)‘) (7)
Esto indica que los nimeros ¢y, .. ., ¢, que aparecen en (3) son unicos.
Notas

Clase 32, mayo 30, 2022
Fernando Galaz Fontes



