












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































16.3  Intervalos creíbles de Bayes  809

de que el intervalo aleatorio ûL , ûU  encerrara el valor fijo de u era igual al coeficiente de 
confianza prescrito 1 – a. También consideramos cómo formar regiones de confianza unilate-
rales. La realización clave en nuestro trabajo antes de Bayes fue que el intervalo era aleatorio 
y el parámetro era fijo. En el Ejemplo 8.11 construimos un intervalo de confianza para la me-
dia de una población normalmente distribuida con varianza desconocida usando la fórmula

Y ± ta/2
S

√n
= Y − ta/2

S

√n
, Y + ta/2

S

√n
.

  En este caso los puntos extremos superior e inferior del intervalo son claramente variables 
aleatorias. Al obtener los datos, calculando los valores realizados de la media muestral 
y = 2959 y la varianza muestral s = 39.1 y usando n = 8 y t.025 = 2.365, determinamos que 
nuestro intervalo de confianza realizado para la velocidad media en la boca del cañón para 
granadas del tipo considerado es (2926.3, 2991.7). Éste es un intervalo fijo que contiene la ver-
dadera velocidad media en la boca del cañón o no la contiene. Decimos que es un intervalo de 
confianza de 95% porque si se tomaran muestras independientes y separadas, cada una 
de tamaño n = 8 y se determinaran los intervalos resultantes (diferentes), a la larga, 95% de 
los intervalos contendrían la verdadera media. El parámetro es fijo, los puntos extremos del 
intervalo son aleatorios y diferentes muestras darán intervalos realizados diferentes.

   En el contexto de Bayes, el parámetro u es una variable aleatoria con función de densidad 
posterior g (u). Si consideramos el intervalo (a, b), la probabilidad posterior de que la varia-
ble aleatoria u se encuentre en este intervalo es

P (a ≤ u ≤ b) =
b

a
g (u) du.

  Si la probabilidad posterior P (a ≤ θ ≤ b) = .90,  decimos que (a, b) es un intervalo creíble 
de 90% para u.

 EJEMPLO  16.5  En el Ejemplo 8.11 fue razonable suponer que las velocidades en la boca del cañón esta-
ban normalmente distribuidas con media desconocida m. En ese ejemplo supusimos que la 
varianza de las velocidades en la boca del cañón s2  era desconocida. Suponga ahora que 
estamos interesados en formar un intervalo creíble de Bayes para m y suponemos que hay 
una alta probabilidad de que las velocidades en la boca del cañón estarán a no más de 30 pies 
por segundo de la media m. Debido a que una población normalmente distribuida es tal que 
aproximadamente 95% de sus valores están a no más de 2 desviaciones estándar de su media, 
podría ser razonable suponer que la distribución fundamental de velocidades en la boca del 
cañón está normalmente distribuida con media m y varianza s2

o  tal que 2so = 30, que está con 
s2

o = 225.
Si antes de observar cualquier información pensamos que hay una alta probabilidad de que 

m esté entre 2700 y 2900, podríamos escoger usar una previa normal conjugada para m con 
media h y varianza d2 escogidas de modo que h – 2d = 2700 y h + 2δ = 2900 o h = 2800 y 
d2 = 502 = 2500. Observe que hemos supuesto considerablemente más conocimiento de las 
velocidades en la boca del cañón que en el Ejemplo 8.11, donde sólo supusimos que las ve-
locidades en la boca del cañón estaban normalmente distribuidas (con varianza desconocida). 
Si estamos más cómodos con esta estructura adicional, ahora tomamos nuestra muestra de 
tamaño n = 8 y obtenemos las velocidades en la boca del cañón dadas a continuación:

3005 2925 2935 2965
2995 3005 2937 2905
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812  Capítulo 16  Introducción a los métodos de Bayes para inferencia

e ¿Cuál es un intervalo creíble de 95% basado en la previa y el resultado de su muestra de tamaño 1? 
¿Es mayor o menor que el intervalo que obtuvo (sin datos) en el inciso a?

f Haga clic en el botón “Next Trial” una vez más. Compare la longitud de este intervalo (con base en 
los resultados de una muestra de tamaño 2) con los intervalos obtenidos en los incisos a y e.

g Use la aplicación Beta Probabilities and Quantiles para calcular la probabilidad posterior de que p 
sea mayor que el punto extremo superior del intervalo que obtuvo en el inciso f. ¿El valor de esta 
probabilidad posterior le sorprende?

h Haga clic en el botón “Next Trial” varias veces. Describa la forma en que la posterior cambia con 
datos adicionales. ¿Qué observa usted acerca de las longitudes de los intervalos creíbles obtenidos 
usando posteriores con base en tamaños muestrales más grandes?

 16.14 Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 16.13. Seleccione un valor para el verdadero valor de la propor-
ción p de Bernoulli y valores para los parámetros de la previa beta conjugada.

a Repita el Ejercicio 16.13 a–h, usando los valores que seleccionó.

b Haga clic también en el botón “50 Trials” unas pocas veces. Observe los valores de las sucesivas 
desviaciones estándar posteriores y las longitudes de los intervalos creíbles sucesivos.

 i ¿Qué observa acerca de las desviaciones estándar de las distribuciones posteriores sucesivas?

 ii Con base en su respuesta al inciso i, ¿qué efecto espera observar acerca de las longitudes de 
intervalos creíbles sucesivos?

 iii ¿Las longitudes de los intervalos creíbles sucesivos se comportaron como usted anticipó en el 
inciso ii?

 16.15 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.7 reconsideramos nuestro ejemplo de introducción donde el núme-
ro de quienes responden a un tratamiento para una enfermedad virulenta, en una muestra de tamaño n, 
tuvo una distribución binomial con parámetro p y usamos una beta previa para p con parámetros a = 1 y 
b = 3. Posteriormente hallamos que, al observar Y = y que respondieron, la función de densidad posterior 
para p | y es una densidad beta con parámetros a = y +a = y + 1 b = n − y +b = n − y + 3.y∗ ∗  Si 
obtuvimos una muestra de tamaño n = 25 que contenía 4 personas que respondieron al nuevo tratamien-
to, encuentre un intervalo creíble de 95% para p. [Utilice la aplicación Beta Probabilities and Quantiles 
en www.thomsonedu.com/statistics/wackerly. Alternativamente, si W es una variable aleatoria de distri-
bución beta con parámetros a y b, el comando qbeta(p,a,b) de R (o S-Plus) da el valor w tal que 
P(W ≤ w) = p.]

 16.16 Ejercicio Applet Repita las instrucciones para el Ejercicio 16.15 suponiendo una beta previa con pará-
metros a = 1 y b = 1 [una previa que es uniforme en el intervalo (0, 1)]. (Vea el resultado del Ejercicio 
16.8.) Compare este intervalo con el obtenido en el Ejercicio 16.15.

 16.17 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.9 empleamos una beta previa con parámetros a y b y hallamos la 
densidad posterior para el parámetro p asociada con una distribución geométrica. Determinamos que la 
distribución posterior de p | y es beta con parámetros a∗ = a+ 1 y b∗ = b + y – 1. Suponga que usamos a 
= 10 y b = 5 en nuestra beta previa y observamos el primer éxito en el intento 6. Determine un intervalo 
creíble de 80% para p.

 16.18 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.10 hallamos la densidad posterior para u con base en una muestra 
de tamaño n de una población exponencialmente distribuida con media 1/u. Específicamente, usando 
la densidad gamma con parámetros a y b como la previa para u, hallamos que la densidad posterior 
para u | (y1, y2, . . . , yn) es una densidad gamma con parámetros a = n +a y b = b/ b yi + 1 .∗ ∗  
Suponiendo que una muestra de tamaño n = 15 produjo una muestra tal que yi = 30.27 y que
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814  Capítulo 16  Introducción a los métodos de Bayes para inferencia

 Solución  En este caso, si Z tiene una distribución normal estándar,

P (u ∈ 0) = P (m ≤ 2950)

= P Z ≤
2950 −h
d

= P Z ≤
2950 − 2957.23

5.274

= P(Z ≤ −1.37) = .0951,

Ω

y P (u ∈ a) = P (m 2950) = 1 − P (m ≤ 2950) = .9049.>Ω  Entonces, vemos que la pro-
babilidad posterior de Ha es mucho mayor que la probabilidad posterior de H0 y nuestra deci-
sión es aceptar Ha : m > 2950. 

   De nuevo, observamos que si un analista diferente emplea los mismos datos para efectuar 
una prueba de Bayes para las mismas hipótesis pero con diferentes valores para cualquier h, 
d2 y s2

o , obtendrá probabilidades posteriores de las hipótesis que son diferentes a las obteni-
das en el Ejemplo 16.7. Entonces, diferentes analistas con distintas opciones de valores para 
los parámetros previos podrían llegar a conclusiones diferentes.

   En las situaciones más frecuentes examinadas en los capítulos previos, el parámetro u tiene 
un valor fijo pero desconocido y cualquier hipótesis es verdadera o falsa. Si u ∈ Ω0, entonces 
la hipótesis nula es ciertamente verdadera (con probabilidad 1), y la alternativa es ciertamente 
falsa. Si u ∈ Ωa, entonces la hipótesis alternativa es ciertamente verdadera (con probabilidad 
1) y la hipótesis nula es ciertamente falsa. La única forma en que podríamos saber si u ∈ Ω0 
es si conocemos el verdadero valor de u. Si éste fuera el caso, efectuar una prueba de hipótesis 
sería superfluo. Por esta razón, la prueba más frecuente no hace referencia a las probabilida-
des de las hipótesis sino que se concentra en la probabilidad de un error tipo I, a, y el poder 
de la prueba, poder (u) = 1 – b (u). Por el contrario, los conceptos más frecuentes de tamaño 
y poder no son de interés para un analista que utilice una prueba de Bayes.

 EJEMPLO  16.8 En el Ejemplo 16.6 utilizamos un resultado dado en el Ejercicio 16.7 para obtener intervalos 
creíbles para u y la media poblacional m basada en Y1, Y2, . . . , Yn, una muestra aleatoria de una 
población exponencialmente distribuida con densidad f ( y | u) = ue– u y, 0 < y. Usando una previa 
gamma conjugada por u con parámetros a = 3 y b = 5 obtenemos que la densidad posterior 
para u es una densidad gamma con parámetros a∗ = 13 y b∗ = .685. Efectúe una prueba de 
Bayes para

H0 :m 12 Ha :m ≤ .12.> . contra

 Solución Como la media de la distribución exponencial es m = 1/u, las hipótesis son equivalentes a
  
  

H0 : u 1/(.12) = 8.333 Ha : u ≥ 8.333contra<    
  
  
  Como la densidad posterior para u es una densidad gamma con parámetros a∗ = 13 y b∗ = .685,

  
  P (u ∈ 0) = P (u 8.333) y P (u ∈ a) = P (u ≥ 8.333).<∗ ∗ ∗ ∗
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  En nuestra aplicación presente, determinamos que u tiene una posterior gamma con paráme-
tros a∗ = 13 y b∗ = .685. Usando la aplicación Gamma Probabilities and Quantiles, 

  

  P (u ∈ a) = P (u ≥ 8.333) = 0.5570,Ω∗ ∗

  y

  

  
P (u ∈ 0) = P (u 8.333) = 1 − P (u ≥ 8.333) = 0.4430.<Ω∗ ∗ ∗

  En este caso, la probabilidad posterior de Ha es un poco mayor que la probabilidad posterior 
de H0. Es decisión del analista decidir si las probabilidades son suficientemente diferentes 
para ameritar la decisión de aceptar Ha : m ≤ .12.

   Si usted prefiere usar R o S-Plus para calcular las probabilidades posteriores de las hipó-
tesis, pgamma(8.333,13,1/.685)da P (u ∈ 0) = P (u 8.333)<Ω∗ ∗  y P (u ∈ a) =Ω∗

  P (u ≥ 8.333) = 1 − P (u ∈ 0).Ω∗ ∗  

Ejercicios
 16.21 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.15 determinamos que la densidad posterior para p, la proporción 

de quienes respondieron al nuevo tratamiento para una enfermedad virulenta, es una densidad beta con 
parámetros a∗ = 5 y b∗ = 24. ¿Cuál es la conclusión de una prueba de Bayes para H0 : p < .3 contra 
Ha : p ≥ .3? [Use la aplicación Beta Probabilities and Quantiles en www.thomsonedu.com/statistics/
wackerly. Alternativamente, si W es una variable aleatoria con distribución beta y parámetros a y b, el 
comando pbeta(w,a,b) de R o S-Plus da P (W ≤ w).]

 16.22 Ejercicio Applet El Ejercicio 16.16 utilizó diferentes parámetros previos pero los mismos datos para 
determinar que la densidad posterior para p, la proporción de quienes respondieron al nuevo tratamiento 
para una enfermedad virulenta, es una densidad beta con parámetros a∗ = 5 y b∗ = 22. ¿Cuál es 
la conclusión de una prueba de Bayes para H0 : p < .3 contra Ha : p ≥ .3? Compare su conclusión con la 
obtenida en el Ejercicio 16.21.

 16.23 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.17 obtuvimos una posterior beta con parámetros a∗ = 11 y b∗ = 
10 para el parámetro p asociado con una distribución geométrica. ¿Cuál es la conclusión de una prueba 
de Bayes para H0 : p < .4 contra Ha : p ≥ .4?

 16.24 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.18 hallamos que la densidad posterior para u es una densidad gam-
ma con parámetros a∗ = 17.3 y b∗ = .0305. Dado que la media de la población exponencial fundamental 
es m = 1/u, probar las hipótesis H0 : m < 2 contra Ha : m ≥ 2 es equivalente a probar H0 : u > .5 contra 
Ha : u ≤ .5. ¿Cuál es la conclusión de una prueba de Bayes para estas hipótesis?

 16.25 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.19 hallamos que la densidad posterior para l, la media de una 
población con distribución de Poisson, es una densidad gamma con parámetros a∗ = 176 y b∗ = .0395. 
¿Cuál es la conclusión de una prueba de Bayes para H0 : l > 6 contra Ha : l ≤ 6?

 16.26 Ejercicio Applet En el Ejercicio 16.20 determinamos que la posterior de � | u es una densidad gamma 
con parámetros a∗ = 9 y b∗ = 1.0765. Recuerde que � = 1/s2, donde s2 es la varianza de la población 
fundamental que está normalmente distribuida con media conocida m0. Probar las hipótesis H0 : s

2 > 
0.1 contra Ha : s

2 ≤ 0.1 es equivalente a probar H0 : � < 10 contra Ha : � ≥ 10. ¿Cuál es la conclusión 
de una prueba de Bayes para estas hipótesis?
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816  Capítulo 16  Introducción a los métodos de Bayes para inferencia

 16.5 Resumen y comentarios adicionales
Como ya hemos visto en las secciones previas, la clave de los métodos inferenciales de Bayes 
(hallar estimadores, intervalos creíbles o realizar pruebas de hipótesis) es hallar la distribución 
posterior del parámetro u. En especial cuando hay poca información, esta posterior depende 
en gran medida de la distribución fundamental y previa de la población de la cual se toma la 
muestra. Nos hemos enfocado en el uso de previas conjugadas debido a la sencillez resultante 
de hallar la distribución posterior pedida del parámetro de interés. Por supuesto que las previas 
conjugadas no son las únicas previas que se pueden usar, pero tienen la ventaja de resultar 
cálculos fáciles. Esto no significa que una previa conjugada sea necesariamente la elección 
correcta para la previa. Incluso si seleccionamos correctamente la familia de la cual se tome 
la previa (hemos hecho repetido uso de previas beta y gamma), prevalece la dificultad de se-
leccionar los valores apropiados asociados con los parámetros de la previa. Hemos visto, sin 
embargo, que la opción de los valores de parámetro para la previa tiene impacto decreciente 
para tamaños muestrales más grandes.

Quizá sea apropiado hacer algunos comentarios acerca de la selección de valores de los 
parámetros de la densidad previa. Si usamos una previa normal con media ν y varianza d2 y 
pensamos que es probable (o improbable) que el parámetro poblacional sea cercano a ν, usa-
ríamos un valor relativamente pequeño (grande) para d2. Cuando se usa una previa beta con 
parámetros a y b para un parámetro que pensamos que tiene un valor cercano a c, podríamos 
seleccionar a y b tales que la media de la previa, a/(a + b), es igual a c y la varianza de la 
previa, ab [(a +b)2(a +b + 1)],/ es pequeña. En el ejemplo de introducción empleamos 
una previa beta con a = 1 y b = 3 porque pensamos que alrededor de 25% de quienes 
recibieron un nuevo tratamiento responderían favorablemente. La media y la desviación es-
tándar de la posterior son, respectivamente, .25 y .1936. Observe que éstas no son las únicas 
opciones para a y b que den .25 como la media de la previa. En general, si a/(a + b) = c, 
entonces para cualquier k > 0, a′ = ka y b′ = kb también satisfacen a′/(a′ + b′) = c. No 
obstante, para una densidad beta con parámetros a′ = ka y b′ = kb, la varianza de la previa 
es a b [(a +b )2(a +b + 1)] = ab [(a +b)2(ka+ kb + 1)]./ Por tanto, si nuestra selec-
ción inicial de a y b da un valor apropiado para la media de la previa pero preferimos una 
varianza más pequeña, podemos alcanzar esto al seleccionar alguna k > 1 y usar  a′ = ka y 
b′ = kb como los parámetros previos. Por el contrario, al seleccionar alguna k < 1 y usar 
a′  = ka y b′ = kb como parámetros previos obtenemos la misma media previa pero varianza 
previa más grande. Por tanto, resulta una previa más vaga por seleccionar valores pequeños de 
a y b que sean tales que a/(a + b) = c, la media previa deseada.

Uno de los pasos al determinar la previa es definir la distribución marginal de los datos. 
Para previas continuas, esto se logra al integrar la verosimilitud conjunta de los datos y el pa-
rámetro sobre la región de apoyo para la previa. En nuestro trabajo previo denotamos la masa 
marginal resultante o función de densidad para las variables aleatorias Y1, Y2, . . . , Yn en una 
muestra de tamaño n como m (y1, y2, . . . , yn) o como m (u) si U es un estadístico suficiente para 
u. Esta función marginal de densidad o masa se denomina función pronosticadora de masa o 
densidad de los datos. Hemos dado explícitamente estas distribuciones pronosticadoras en todas 
nuestras aplicaciones. Esto se debe a que, parafraseando a Berger (1985, p. 95), el interés en la 
distribución pronosticadora se centra en el hecho de que ésta es la distribución de acuerdo 
con la cual la información ocurre en realidad. Como se afirma en Box (1980, pp. 385-386), la 
evidencia potencial de una selección inapropiada de modelo es proporcionada por la distribución 
pronosticadora de los datos, no por la distribución posterior para el parámetro. Algunos analistas 
expertos de Bayes escogen modelar la distribución pronosticadora directamente y seleccionar 
la previa que lleve a la distribución pronosticadora pedida. El reverendo Thomas Bayes (1784) 
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16.5  Resumen y comentarios adicionales  817

utilizó una previa uniforme (0, 1) para el parámetro p de Bernoulli (o binomial) porque esta 
previa lleva a la distribución pronosticadora que él pensó era más apropiada. Comentarios 
adicionales relevantes para la selección de algunos parámetros previos se pueden hallar en la 
obra de Kepner y Wackerly (2002).

Sin oponerse al párrafo anterior, es cierto que hay un atajo para hallar la densidad posterior 
de suma importancia para u. Como ya se indicó antes, si L (y1, y2, . . . , yn | θ) es la verosimilitud 
condicional de los datos y u tiene densidad previa continua g (u), entonces la densidad poste-
rior de u es

g (u | y1, y2, . . . , yn) =
L (y1, y2, . . . , yn | u) × g(u)

q
q

− L (y1, y2, . . . , yn | u) × g (u) du
.∗

Observe que el denominador en el lado derecho de la expresión depende de y1, y2, . . . , yn, pero 
no depende de u. (Definir una integración con respecto a u produce un resultado que es libre 
de u.) Al ver que con respecto a u, el denominador es una constante, podemos escribir

g (u | y1, y2, . . . , yn) = c (y1, y2, . . . , yn)L(y1, y2, . . . , yn | u) × g(u),∗

donde

c (y1, y2, . . . , yn) =
1

q
q− L (y1, y2, . . . , yn | u) × g(u) du

no depende de u. Además observe que, debido a que la densidad posterior es una función de 
densidad de buena fe, la cantidad c (y1, y2, . . . , yn) debe ser tal que

q

q−
g (u | y1, y2, . . . , yn) du

= c (y1, y2, . . . , yn)
q

q−
L (y1, y2, . . . , yn | u) × g (u) du = 1.

∗

Finalmente, vemos que la densidad posterior es proporcional al producto de la verosimilitud 
condicional de los datos y la densidad previa para u:

g (u | y1, y2, . . . , yn) r L(y1, y2, . . . , yn | u) × g(u),∗

donde la constante de proporcionalidad se escoge de modo que la integral de la función de 
densidad posterior sea 1. Ilustramos esto al reconsiderar el Ejemplo 16.1.

 EJEMPLO  16.9 Denotemos con Y1, Y2, . . . , Yn una muestra aleatoria de una distribución de Bernoulli donde 
P (Yi = 1) = p y P (Yi = 0) = 1 – p y supongamos que la distribución previa para p es beta (a, 
b). Encuentre la distribución posterior para p.
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La bondad de las pruebas clásicas de hipótesis se mide por a y b, las probabilidades de 
errores tipo I y tipo II, respectivamente. Si pruebas con a = .05 se realizan en repetidas oca-
siones (usando muestras diferentes, seleccionadas de manera independiente), entonces cuan-
do H0 es verdadera, es rechazada 5% del tiempo. Si H0 es realmente verdadera y 100 muestras 
del mismo tamaño se toman de manera independiente, esperamos rechazar la hipótesis nula 
(verdadera) unas cinco veces. No tiene sentido incluso tratar de calcular las probabilidades de 
las hipótesis. Desde la perspectiva de Bayes, el parámetro de interés es una variable aleatoria 
con distribución posterior deducida por el analista. El cálculo de las probabilidades posterio-
res para cada una de las hipótesis es completamente apropiado y es la base para la decisión de 
una prueba de Bayes.

¿Cuál es la mejor propuesta, la de Bayes o la iterativa? Es imposible dar una respuesta 
universal a esta pregunta. En algunas aplicaciones la propuesta de Bayes será mejor; en otras 
la propuesta iterativa es mejor.
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824  Apéndice 1  Matrices y otros resultados matemáticos útiles

Sean A y B

A = 2 0
1 4

B = 5 2
−1 3

.

Un elemento en el i-ésimo renglón y j-ésima columna del producto AB se obtiene al mul-
tiplicar el i-ésimo renglón de A por la j-ésima columna de B. De este modo, el elemento del 
primer renglón, primera columna de AB se obtiene multiplicando el primer renglón de A por 
la primera columna de B. De igual manera, el elemento del primer renglón, segunda columna 
sería el producto del primer renglón de A y la segunda columna de B. Observe que siempre 
usamos los renglones de A y las columnas de B, donde A es la matriz a la izquierda de B del 
producto AB.

La multiplicación renglón-columna es relativamente fácil. Obtenga los productos, elemen-
to del primer renglón por elemento de primera columna, elemento del segundo renglón por 
elemento de segunda columna, tercero por tercera y luego sume. Recuerde que los elementos 
de renglón y columna se marcan de izquierda a derecha y de arriba abajo, respectivamente.

Si aplicamos estas reglas a nuestro ejemplo, obtenemos

A
2×2

B
2×2

= 2 0
1 4

5 2
−1 3

=
10 4
1 14

.

El producto del primer renglón por la primera columna sería (2)(5) + (0)(–1) = 10, que 
está ubicado (y circulado) en el primer renglón, primera columna de AB. Del mismo modo, 
el elemento del primer renglón, segunda columna es igual al producto del primer renglón de 
A por la segunda columna de B, o (2)(2) + (0)(3) = 4. El producto del segundo renglón por 
la primera columna es (1)(5) + (4)(–1) = 1 y está situado en el segundo renglón, primera co-
lumna de AB. Por último, el producto del segundo renglón por la segunda columna es (1)(2) 
+ (4)(3) = 14.

 EJEMPLO  A1.3 Encuentre los productos AB y BA, donde

A =
2 1
1 −1
0 4

y B = 4 −1 −1
2 0 2

.

 Solución

A
3×2

B
2×3

=
2 1
1 −1
0 4

4 −1 −1
2 0 2

=
10 −2 0
2 −1 −3
8 0 8

y

 B
2×3

A
3×2

= 4 −1 −1
2 0 2

2 1
1 −1
0 4

= 7 1
4 10

. 

Observe que en álgebra matricial, a diferencia del álgebra ordinaria, AB no es igual a BA. 
Debido a que A contiene tres renglones y B tres columnas, podemos formar (3)(3) = 9 combi-
naciones renglón-columna por tanto nueve elementos para AB. En contraste, B contiene sólo 
dos renglones, A dos columnas y por tanto el producto BA tendrá sólo (2)(2) = 4 elementos, 
correspondientes a las cuatro combinaciones diferentes renglón-columna.

Además, observamos que la multiplicación renglón-columna se basa en la suposición 
de que los renglones de la matriz de la izquierda contienen el mismo número de elemen-
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A1.5  Elementos identidad  825

tos que las columnas de la matriz a la derecha, de modo que elementos correspondientes 
existirán para la multiplicación renglón-columna. ¿Qué hacemos cuando esta condición 
no se satisface? Convenimos en no multiplicar dos matrices, por ejemplo AB, donde los 
renglones de A y las columnas de B contienen un número desigual de elementos.

Un examen de las dimensiones de las matrices dirá si se pueden multiplicar así como 
dar las dimensiones del producto. Escribiendo las dimensiones bajo las dos matrices,

A
m × p

B
p× q

= AB
m × q

observamos que los dos números interiores, que dan el número de elementos en un renglón de 
A y columna de B, respectivamente, deben ser iguales. Los dos números exteriores, que indi-
can el número de renglones de A y columnas de B, dan las dimensiones de la matriz producto. 
Se puede verifi car la operación de esta regla para el Ejemplo A1.3.

 EJEMPLO  A1.4 Obtenga el producto AB:

A
1×3

B
3×2

= [ 2 1 0 ]
2 0
0 3

−1 0
= [ 4 3 ]

Observe que el producto AB es (1 × 2) y que BA no está defi nida por las respectivas dimen-
siones de A y B.

 EJEMPLO  A1.5 Encuentre el producto AB, donde

A = [ 1 2 3 4 ] B =

1
2
3
4

.y

 Solución

A
1×4

B
4×1

= [ 1 2 3 4 ]

1
2
3
4

= [ 30 ].

Observe que este ejemplo produce un método diferente para escribir una suma de cuadrados. 

 A1.5 Elementos identidad
Los elementos identidad para adición y multiplicación en álgebra ordinaria son 0 y 1, respec-
tivamente. En adición, 0 más cualquier otro elemento, por ejemplo a, es igual a a; esto es,

0 + 2 = 2,   0 + (–9) = –9.
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826  Apéndice 1  Matrices y otros resultados matemáticos útiles

Análogamente, la multiplicación del elemento identidad 1 por cualquier otro elemento, a 
por ejemplo, es igual a a; esto es,

(1)(5) = 5, (1)(−4) = −4.

En álgebra de matrices, se dice que dos matrices son iguales cuando todos los elemen-
tos correspondientes son iguales. Con esto en mente defi niremos las matrices de identi-
dad de un modo semejante al empleado en álgebra ordinaria. Por tanto, si A es cualquier 
matriz, una matriz B será una matriz identidad para adición si

A + B = A y B + A = A.

Con facilidad se puede ver que la matriz identidad para adición es aquella en la que todo 
elemento es igual a cero. Esta matriz es de interés pero no tiene importancia práctica en 
nuestro trabajo.

Del mismo modo, si A es cualquier matriz, la matriz identidad para multiplicación es una 
matriz I que satisface la relación

AI = A e IA = A.

Esta matriz, llamada matriz identidad, es la matriz cuadrada

I
n × n

=

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 1

.

. . .

. . .

. . .

. . .
. . .

Esto es, todos los elementos de la diagonal principal de la matriz, que corren de arriba a la 
izquierda a abajo a la derecha, son iguales a 1; todos los otros elementos son iguales a cero. 
Observe que la matriz identidad está siempre indicada por el símbolo I.

A diferencia del álgebra ordinaria, que contiene sólo un elemento identidad para mul-
tiplicación, el álgebra de matrices debe contener un número infi nitamente grande de ma-
trices identidad. Así, debemos tener matrices con dimensiones 1 × 1, 2 × 2, 3 × 3, 4 × 4, 
etcétera, para dar una identidad de las dimensiones correctas para permitir multiplicación. 
Todo será de esta forma.

Que la matriz I satisfaga la relación

IA = AI = A

se puede demostrar en un ejemplo.

 EJEMPLO  A1.6 Sea
A = 2 1 0

−1 6 3
.

Demuestre que IA = A y que AI = A.
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 Solución    I
2×2

A
2×3

= 1 0
0 1

2 1 0
−1 6 3

= 2 1 0
−1 6 3

= A

y

 A
2×3

I
3×3

= 2 1 0
−1 6 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

= 2 1 0
−1 6 3

= A. 

 A1.6 La inversa de una matriz
Para que el álgebra de matrices sea útil, debemos ser capaces de construir y resolver ecuacio-
nes de matrices para una matriz de incógnitas en forma semejante a la empleada en álgebra 
ordinaria. Esto, a su vez, requiere un método de efectuar una división.

Por ejemplo, resolveríamos la ecuación sencilla en álgebra ordinaria,

2x = 6

al dividir entre 2 ambos lados de la ecuación y obtener x = 3. Otra forma de ver esta opera-
ción es para defi nir el recíproco de cada elemento, en un sistema algebraico y considerar 
la división como multiplicación por el recíproco de un elemento. Podríamos resolver la 
ecuación 2x = 6 al multiplicar ambos lados de la ecuación por el recíproco de 2. En vista de 
que todo elemento del sistema de números reales posee un recíproco, con excepción de 0, 
la operación de multiplicación elimina la necesidad de la división.

El recíproco de un número c en álgebra ordinaria es un número b que satisface la relación

cb = 1

esto es, el producto de un número por su recíproco debe ser igual al elemento identidad para 
multiplicación. Por ejemplo, el recíproco de 2 es 1/2  y (2)(1/2) = 1.

Un recíproco en álgebra de matrices recibe el nombre de inverso de una matriz y se 
defi ne como sigue:

 DEFINICIÓN A1.1 Sea An × n una matriz cuadrada. Si se puede hallar una matriz A–1 tal que

AA–1 = 1  y  A–1A = I

entonces A–1 recibe el nombre de inversa de A.

Observe que el requisito para una inversa en álgebra de matrices es el mismo que en 
álgebra ordinaria, es decir, el producto de A por su inversa debe ser igual a la matriz iden-
tidad para multiplicación. Además, la inversa no está defi nida para matrices no cuadradas 
y, por tanto, numerosas matrices en álgebra de matrices no tienen inversas (recuerde que 
0 era el único elemento del sistema de números reales sin inversa). Por último, expresamos 
sin prueba que muchas matrices cuadradas no tienen inversas; las que sí tienen se identifi -
carán en la Sección A1.9 y se dará un método para hallar la inversa de una matriz.
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Paso 4. Trabaje en el renglón 1 al multiplicar el renglón 2 por 1/2 y restar del renglón 1.

* 1 0
0 1

1/3 1/3
1/3 −2/3

.

(Observe que el renglón 2 se usa simplemente para operar en el renglón 1 y por tanto per-
manece sin cambio.) En consecuencia, el inverso de A debe ser

A−1 = 1/3 1/3
1/3 −2/3

.

Existe una verifi cación fácil de los cálculos para el procedimiento de inversión porque 
A–1 A debe ser igual a la matriz identidad I. Entonces

 A−1A = 1/3 1/3
1/3 −2/3

2 1
1 −1

= 1 0
0 1

. 

 EJEMPLO A1.8 Invierta la matriz

A =
2 0 1
1 −1 2
1 0 0

y compruebe los resultados.

 Solución
A =

2 0 1
1 −1 2
1 0 0

I =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

Paso 1. Multiplique el renglón 1 por 1/2.

* 1 0 1/2
1 −1 2
1 0 0

1/2 0 0
0 1 0
0 0 1

.

Paso 2. Trabaje en el renglón 2 al restar el renglón 1 del renglón 2.

*
1 0 1/2
0 −1 3/2
1 0 0

1/2 0 0
−1/ 2 1 0

0 0 1
.

Paso 3. Trabaje en el renglón 3 al restar el renglón 1 del renglón 3.

*

1 0 1/2
0 −1 3/2
0 0 −1/2

1/2 0 0
−1/2 1 0
−1/2 0 1

.

Paso 4. Trabaje en el renglón 2 al multiplicar el renglón 3 por 3 y sumar al renglón 2.

*

1 0 1/2
0 −1 0
0 0 −1/2

1/2 0 0
−2 1 3

−1/2 0 1
.
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Si recordamos que las soluciones matriciales al sistema de ecuaciones AV = G es V = A–1G, 
obtenemos

V = A−1G = 1/3 1/3
1/3 −2/3

5
1

= 2
1

.

Por tanto, la solución es

V = v1

v2
= 2

1

esto es, v1 = 2 y v2 = 1, lo cual se puede verifi car por sustitución de estos valores en las 
ecuaciones lineales originales.

 EJEMPLO  A1.9 Resuelva el sistema de ecuaciones lineales simultáneas

2v1 + v3 = 4

v1 − v2 + 2v3 = 2

v1 = 1.

 Solución La matriz coefi ciente para estas ecuaciones,

A =
2 0 1
1 −1 2
1 0 0

apareció en el Ejemplo A1.8. En ese ejemplo, encontramos que

A−1 =
0 0 1
2 −1 −3
1 0 −2

.

Resolviendo, tenemos

V = A−1G =
0 0 1
2 −1 −3
1 0 −2

4
2
1

=
1
3
2

.

Entonces, v1 = 1, v2 = 3 y v3 = 2 da las soluciones al conjunto de tres ecuaciones lineales 
simultáneas.
 

 A1.11 Otros resultados matemáticos útiles
El propósito de esta sección es hacer que usted cuente con una referencia conveniente para al-
gunos de los resultados matemáticos clave que se usan con frecuencia en el cuerpo del texto.
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Tabla 1 (continúa)

(c) n = 15

p

a 0.01 0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.95 0.99 a

0 .860 .463 .206 .035 .005 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 0
1 .990 .829 .549 .167 .035 .005 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 1
2 1.000 .964 .816 .398 .127 .027 .004 .000 .000 .000 .000 .000 .000 2
3 1.000 .995 .944 .648 .297 .091 .018 .002 .000 .000 .000 .000 .000 3
4 1.000 .999 .987 .836 .515 .217 .059 .009 .001 .000 .000 .000 .000 4
5 1.000 1.000 .998 .939 .722 .403 .151 .034 .004 .000 .000 .000 .000 5
6 1.000 1.000 1.000 .982 .869 .610 .304 .095 .015 .001 .000 .000 .000 6
7 1.000 1.000 1.000 .996 .950 .787 .500 .213 .050 .004 .000 .000 .000 7
8 1.000 1.000 1.000 .999 .985 .905 .696 .390 .131 .018 .000 .000 .000 8
9 1.000 1.000 1.000 1.000 .996 .966 .849 .597 .278 .061 .002 .000 .000 9

10 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .991 .941 .783 .485 .164 .013 .001 .000 10
11 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998 .982 .909 .703 .352 .056 .005 .000 11
12 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .996 .973 .873 .602 .184 .036 .000 12
13 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .995 .965 .833 .451 .171 .010 13
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .995 .965 .794 .537 .140 14

(d) n = 20

p

a 0.01 0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.95 0.99 a

0 .818 .358 .122 .012 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 0
1 .983 .736 .392 .069 .008 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 1
2 .999 .925 .677 .206 .035 .004 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 2
3 1.000 .984 .867 .411 .107 .016 .001 .000 .000 .000 .000 .000 .000 3
4 1.000 .997 .957 .630 .238 .051 .006 .000 .000 .000 .000 .000 .000 4
5 1.000 1.000 .989 .804 .416 .126 .021 .002 .000 .000 .000 .000 .000 5
6 1.000 1.000 .998 .913 .608 .250 .058 .006 .000 .000 .000 .000 .000 6
7 1.000 1.000 1.000 .968 .772 .416 .132 .021 .001 .000 .000 .000 .000 7
8 1.000 1.000 1.000 .990 .887 .596 .252 .057 .005 .000 .000 .000 .000 8
9 1.000 1.000 1.000 .997 .952 .755 .412 .128 .017 .001 .000 .000 .000 9

10 1.000 1.000 1.000 .999 .983 .872 .588 .245 .048 .003 .000 .000 .000 10
11 1.000 1.000 1.000 1.000 .995 .943 .748 .404 .113 .010 .000 .000 .000 11
12 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .979 .868 .584 .228 .032 .000 .000 .000 12
13 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .994 .942 .750 .392 .087 .002 .000 .000 13
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .998 .979 .874 .584 .196 .011 .000 .000 14
15 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .994 .949 .762 .370 .043 .003 .000 15
16 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .984 .893 .589 .133 .016 .000 16
17 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .996 .965 .794 .323 .075 .001 17
18 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .992 .931 .608 .264 .017 18
19 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .988 .878 .642 .182 19
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Tabla 2 Tabla de e−x

x e−x x e−x x e−x x e−x

0.00 1.000000 2.60 .074274 5.10 .006097 7.60 .000501
0.10 .904837 2.70 .067206 5.20 .005517 7.70 .000453
0.20 .818731 2.80 .060810 5.30 .004992 7.80 .000410
0.30 .740818 2.90 .055023 5.40 .004517 7.90 .000371
0.40 .670320 3.00 .049787 5.50 .004087 8.00 .000336
0.50 .606531 3.10 .045049 5.60 .003698 8.10 .000304
0.60 .548812 3.20 .040762 5.70 .003346 8.20 .000275
0.70 .496585 3.30 .036883 5.80 .003028 8.30 .000249
0.80 .449329 3.40 .033373 5.90 .002739 8.40 .000225
0.90 .406570 3.50 .030197 6.00 .002479 8.50 .000204
1.00 .367879 3.60 .027324 6.10 .002243 8.60 .000184
1.10 .332871 3.70 .024724 6.20 .002029 8.70 .000167
1.20 .301194 3.80 .022371 6.30 .001836 8.80 .000151
1.30 .272532 3.90 .020242 6.40 .001661 8.90 .000136
1.40 .246597 4.00 .018316 6.50 .001503 9.00 .000123
1.50 .223130 4.10 .016573 6.60 .001360 9.10 .000112
1.60 .201897 4.20 .014996 6.70 .001231 9.20 .000101
1.70 .182684 4.30 .013569 6.80 .001114 9.30 .000091
1.80 .165299 4.40 .012277 6.90 .001008 9.40 .000083
1.90 .149569 4.50 .011109 7.00 .000912 9.50 .000075
2.00 .135335 4.60 .010052 7.10 .000825 9.60 .000068
2.10 .122456 4.70 .009095 7.20 .000747 9.70 .000061
2.20 .110803 4.80 .008230 7.30 .000676 9.80 .000056
2.30 .100259 4.90 .007447 7.40 .000611 9.90 .000050
2.40 .090718 5.00 .006738 7.50 .000553 10.00 .000045
2.50 .082085
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Tabla 3 (continúa)

a
l 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

6.2 0.002 0.015 0.054 0.134 0.259 0.414 0.574 0.716 0.826 0.902
6.4 0.002 0.012 0.046 0.119 0.235 0.384 0.542 0.687 0.803 0.886
6.6 0.001 0.010 0.040 0.105 0.213 0.355 0.511 0.658 0.780 0.869
6.8 0.001 0.009 0.034 0.093 0.192 0.327 0.480 0.628 0.755 0.850
7.0 0.001 0.007 0.030 0.082 0.173 0.301 0.450 0.599 0.729 0.830

7.2 0.001 0.006 0.025 0.072 0.156 0.276 0.420 0.569 0.703 0.810
7.4 0.001 0.005 0.022 0.063 0.140 0.253 0.392 0.539 0.676 0.788
7.6 0.001 0.004 0.019 0.055 0.125 0.231 0.365 0.510 0.648 0.765
7.8 0.000 0.004 0.016 0.048 0.112 0.210 0.338 0.481 0.620 0.741

8.0 0.000 0.003 0.014 0.042 0.100 0.191 0.313 0.453 0.593 0.717
8.5 0.000 0.002 0.009 0.030 0.074 0.150 0.256 0.386 0.523 0.653
9.0 0.000 0.001 0.006 0.021 0.055 0.116 0.207 0.324 0.456 0.587
9.5 0.000 0.001 0.004 0.015 0.040 0.089 0.165 0.269 0.392 0.522

10.0 0.000 0.000 0.003 0.010 0.029 0.067 0.130 0.220 0.333 0.458

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

6.2 0.949 0.975 0.989 0.995 0.998 0.999 1.000
6.4 0.939 0.969 0.986 0.994 0.997 0.999 1.000
6.6 0.927 0.963 0.982 0.992 0.997 0.999 0.999 1.000
6.8 0.915 0.955 0.978 0.990 0.996 0.998 0.999 1.000
7.0 0.901 0.947 0.973 0.987 0.994 0.998 0.999 1.000

7.2 0.887 0.937 0.967 0.984 0.993 0.997 0.999 0.999 1.000
7.4 0.871 0.926 0.961 0.980 0.991 0.996 0.998 0.999 1.000
7.6 0.854 0.915 0.954 0.976 0.989 0.995 0.998 0.999 1.000
7.8 0.835 0.902 0.945 0.971 0.986 0.993 0.997 0.999 1.000

8.0 0.816 0.888 0.936 0.966 0.983 0.992 0.996 0.998 0.999 1.000
8.5 0.763 0.849 0.909 0.949 0.973 0.986 0.993 0.997 0.999 0.999
9.0 0.706 0.803 0.876 0.926 0.959 0.978 0.989 0.995 0.998 0.999
9.5 0.645 0.752 0.836 0.898 0.940 0.967 0.982 0.991 0.996 0.998

10.0 0.583 0.697 0.792 0.864 0.917 0.951 0.973 0.986 0.993 0.997

20 21 22

8.5 1.000
9.0 1.000
9.5 0.999 1.000

10.0 0.998 0.999 1.000
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Tablas  855

Tabla 7 (continúa)
Fa

10 12 15 20 24 30 40 60 120 q a gl

2.54 2.50 2.46 2.42 2.40 2.38 2.36 2.34 2.32 2.29 .100 8
3.35 3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93 .050
4.30 4.20 4.10 4.00 3.95 3.89 3.84 3.78 3.73 3.67 .025
5.81 5.67 5.52 5.36 5.28 5.20 5.12 5.03 4.95 4.86 .010
7.21 7.01 6.81 6.61 6.50 6.40 6.29 6.18 6.06 5.95 .005

2.42 2.38 2.34 2.30 2.28 2.25 2.23 2.21 2.18 2.16 .100 9
3.14 3.07 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71 .050
3.96 3.87 3.77 3.67 3.61 3.56 3.51 3.45 3.39 3.33 .025
5.26 5.11 4.96 4.81 4.73 4.65 4.57 4.48 4.40 4.31 .010
6.42 6.23 6.03 5.83 5.73 5.62 5.52 5.41 5.30 5.19 .005

2.32 2.28 2.24 2.20 2.18 2.16 2.13 2.11 2.08 2.06 .100 10
2.98 2.91 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54 .050
3.72 3.62 3.52 3.42 3.37 3.31 3.26 3.20 3.14 3.08 .025
4.85 4.71 4.56 4.41 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 3.91 .010
5.85 5.66 5.47 5.27 5.17 5.07 4.97 4.86 4.75 4.64 .005

2.25 2.21 2.17 2.12 2.10 2.08 2.05 2.03 2.00 1.97 .100 11
2.85 2.79 2.72 2.65 2.61 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40 .050
3.53 3.43 3.33 3.23 3.17 3.12 3.06 3.00 2.94 2.88 .025
4.54 4.40 4.25 4.10 4.02 3.94 3.86 3.78 3.69 3.60 .010
5.42 5.24 5.05 4.86 4.76 4.65 4.55 4.44 4.34 4.23 .005

2.19 2.15 2.10 2.06 2.04 2.01 1.99 1.96 1.93 1.90 .100 12
2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30 .050
3.37 3.28 3.18 3.07 3.02 2.96 2.91 2.85 2.79 2.72 .025
4.30 4.16 4.01 3.86 3.78 3.70 3.62 3.54 3.45 3.36 .010
5.09 4.91 4.72 4.53 4.43 4.33 4.23 4.12 4.01 3.90 .005

2.14 2.10 2.05 2.01 1.98 1.96 1.93 1.90 1.88 1.85 .100 13
2.67 2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21 .050
3.25 3.15 3.05 2.95 2.89 2.84 2.78 2.72 2.66 2.60 .025
4.10 3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43 3.34 3.25 3.17 .010
4.82 4.64 4.46 4.27 4.17 4.07 3.97 3.87 3.76 3.65 .005

2.10 2.05 2.01 1.96 1.94 1.91 1.89 1.86 1.83 1.80 .100 14
2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13 .050
3.15 3.05 2.95 2.84 2.79 2.73 2.67 2.61 2.55 2.49 .025
3.94 3.80 3.66 3.51 3.43 3.35 3.27 3.18 3.09 3.00 .010
4.60 4.43 4.25 4.06 3.96 3.86 3.76 3.66 3.55 3.44 .005

GL del numerador
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858  Apéndice 3  Tablas

Tabla 7 (continúa)
Fa

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

22 .100 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 2.01 1.97 1.93
.050 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34
.025 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76
.010 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35
.005 9.73 6.81 5.65 5.02 4.61 4.32 4.11 3.94 3.81

23 .100 2.94 2.55 2.34 2.21 2.11 2.05 1.99 1.95 1.92
.050 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32
.025 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.73
.010 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30
.005 9.63 6.73 5.58 4.95 4.54 4.26 4.05 3.88 3.75

24 .100 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.98 1.94 1.91
.050 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30
.025 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70
.010 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26
.005 9.55 6.66 5.52 4.89 4.49 4.20 3.99 3.83 3.69

25 .100 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.97 1.93 1.89
.050 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28
.025 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.68
.010 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22
.005 9.48 6.60 5.46 4.84 4.43 4.15 3.94 3.78 3.64

26 .100 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.96 1.92 1.88
.050 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27
.025 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65
.010 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18
.005 9.41 6.54 5.41 4.79 4.38 4.10 3.89 3.73 3.60

27 .100 2.90 2.51 2.30 2.17 2.07 2.00 1.95 1.91 1.87
.050 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25
.025 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63
.010 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15
.005 9.34 6.49 5.36 4.74 4.34 4.06 3.85 3.69 3.56

28 .100 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 1.90 1.87
.050 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24
.025 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61
.010 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12
.005 9.28 6.44 5.32 4.70 4.30 4.02 3.81 3.65 3.52

GL del numeradorGL del
denominador
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Tablas  859

Tabla 7
Fa

10 12 15 20 24 30 40 60 120 q a gl

1.90 1.86 1.81 1.76 1.73 1.70 1.67 1.64 1.60 1.57 .100 22
2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78 .050
2.70 2.60 2.50 2.39 2.33 2.27 2.21 2.14 2.08 2.00 .025
3.26 3.12 2.98 2.83 2.75 2.67 2.58 2.50 2.40 2.31 .010
3.70 3.54 3.36 3.18 3.08 2.98 2.88 2.77 2.66 2.55 .005

1.89 1.84 1.80 1.74 1.72 1.69 1.66 1.62 1.59 1.55 .100 23
2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76 .050
2.67 2.57 2.47 2.36 2.30 2.24 2.18 2.11 2.04 1.97 .025
3.21 3.07 2.93 2.78 2.70 2.62 2.54 2.45 2.35 2.26 .010
3.64 3.47 3.30 3.12 3.02 2.92 2.82 2.71 2.60 2.48 .005

1.88 1.83 1.78 1.73 1.70 1.67 1.64 1.61 1.57 1.53 .100 24
2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73 .050
2.64 2.54 2.44 2.33 2.27 2.21 2.15 2.08 2.01 1.94 .025
3.17 3.03 2.89 2.74 2.66 2.58 2.49 2.40 2.31 2.21 .010
3.59 3.42 3.25 3.06 2.97 2.87 2.77 2.66 2.55 2.43 .005

1.87 1.82 1.77 1.72 1.69 1.66 1.63 1.59 1.56 1.52 .100 25
2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71 .050
2.61 2.51 2.41 2.30 2.24 2.18 2.12 2.05 1.98 1.91 .025
3.13 2.99 2.85 2.70 2.62 2.54 2.45 2.36 2.27 2.17 .010
3.54 3.37 3.20 3.01 2.92 2.82 2.72 2.61 2.50 2.38 .005

1.86 1.81 1.76 1.71 1.68 1.65 1.61 1.58 1.54 1.50 .100 26
2.22 2.15 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.69 .050
2.59 2.49 2.39 2.28 2.22 2.16 2.09 2.03 1.95 1.88 .025
3.09 2.96 2.81 2.66 2.58 2.50 2.42 2.33 2.23 2.13 .010
3.49 3.33 3.15 2.97 2.87 2.77 2.67 2.56 2.45 2.33 .005

1.85 1.80 1.75 1.70 1.67 1.64 1.60 1.57 1.53 1.49 .100 27
2.20 2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.67 .050
2.57 2.47 2.36 2.25 2.19 2.13 2.07 2.00 1.93 1.85 .025
3.06 2.93 2.78 2.63 2.55 2.47 2.38 2.29 2.20 2.10 .010
3.45 3.28 3.11 2.93 2.83 2.73 2.63 2.52 2.41 2.29 .005

1.84 1.79 1.74 1.69 1.66 1.63 1.59 1.56 1.52 1.48 .100 28
2.19 2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.77 1.71 1.65 .050
2.55 2.45 2.34 2.23 2.17 2.11 2.05 1.98 1.91 1.83 .025
3.03 2.90 2.75 2.60 2.52 2.44 2.35 2.26 2.17 2.06 .010
3.41 3.25 3.07 2.89 2.79 2.69 2.59 2.48 2.37 2.25 .005

(continúa)
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860  Apéndice 3  Tablas

Tabla 7 (continúa)
Fa

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

29 .100 2.89 2.50 2.28 2.15 2.06 1.99 1.93 1.89 1.86
.050 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.22
.025 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.59
.010 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.09
.005 9.23 6.40 5.28 4.66 4.26 3.98 3.77 3.61 3.48

30 .100 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.93 1.88 1.85
.050 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21
.025 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57
.010 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07
.005 9.18 6.35 5.24 4.62 4.23 3.95 3.74 3.58 3.45

40 .100 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79
.050 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12
.025 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45
.010 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89
.005 8.83 6.07 4.98 4.37 3.99 3.71 3.51 3.35 3.22

60 .100 2.79 2.39 2.18 2.04 1.95 1.87 1.82 1.77 1.74
.050 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04
.025 5.29 3.93 3.34 3.01 2.79 2.63 2.51 2.41 2.33
.010 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72
.005 8.49 5.79 4.73 4.14 3.76 3.49 3.29 3.13 3.01

120 .100 2.75 2.35 2.13 1.99 1.90 1.82 1.77 1.72 1.68
.050 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.09 2.02 1.96
.025 5.15 3.80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.39 2.30 2.22
.010 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56
.005 8.18 5.54 4.50 3.92 3.55 3.28 3.09 2.93 2.81

q .100 2.71 2.30 2.08 1.94 1.85 1.77 1.72 1.67 1.63
.050 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88
.025 5.02 3.69 3.12 2.79 2.57 2.41 2.29 2.19 2.11
.010 6.63 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41
.005 7.88 5.30 4.28 3.72 3.35 3.09 2.90 2.74 2.62

GL del numerador
GL del 

denominador

De “Tables of percentage points of the inverted beta (F) distribution”. Biometrika, Vol. 33 (1943) por M. Merrington 
y C. M. Thompson y de la Tabla 18 de Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1, Cambridge University Press, 1954, 
editado por E. S. Pearson y H. O. Hartley.
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862  Apéndice 3  Tablas

Tabla 8 Función de distribución de U

P(U ≤ U0); U0 es el
argumento; n1 ≤ n2;
3 ≤ n2 ≤ 10.

n2 = 3

n1

U0 1 2 3

0 .25 .10 .05
1 .50 .20 .10
2 .40 .20
3 .60 .35
4 .50

n2 = 4

n1

U0 1 2 3 4

0 .2000 .0667 .0286 .0143
1 .4000 .1333 .0571 .0286
2 .6000 .2667 .1143 .0571
3 .4000 .2000 .1000
4 .6000 .3143 .1714
5 .4286 .2429
6 .5714 .3429

9244.7
1755.8
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864  Apéndice 3  Tablas

Tabla 8 (continúa)

n2 = 7

n1

U0 1 2 3 4 5 6 7

0 .1250 .0278 .0083 .0030 .0013 .0006 .0003
1 .2500 .0556 .0167 .0061 .0025 .0012 .0006
2 .3750 .1111 .0333 .0121 .0051 .0023 .0012
3 .5000 .1667 .0583 .0212 .0088 .0041 .0020
4 .2500 .0917 .0364 .0152 .0070 .0035
5 .3333 .1333 .0545 .0240 .0111 .0055
6 .4444 .1917 .0818 .0366 .0175 .0087
7 .5556 .2583 .1152 .0530 .0256 .0131

9810.7630.5470.6751.3333.8
5620.7050.0101.1602.7614.9
4630.8860.8331.6362.0005.01
7840.3090.7171.2423.11
1460.1711.9512.9393.21
5280.4741.2562.6364.31
3401.0381.4913.4635.41
7921.6222.5773.51
8851.9662.1834.61
4191.1413.0005.71
9722.4563.81
5762.8714.91
0013.6274.02
2553.4725.12
4204.22
8054.32
0005.42
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Tablas  865

Tabla 8 (continúa)

n2 = 8

n1

U0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 .1111 .0222 .0061 .0020 .0008 .0003 .0002 .0001
1 .2222 .0444 .0121 .0040 .0016 .0007 .0003 .0002
2 .3333 .0889 .0242 .0081 .0031 .0013 .0006 .0003
3 .4444 .1333 .0424 .0141 .0054 .0023 .0011 .0005
4 .5556 .2000 .0667 .0242 .0093 .0040 .0019 .0009
5 .2667 .0970 .0364 .0148 .0063 .0030 .0015
6 .3556 .1394 .0545 .0225 .0100 .0047 .0023
7 .4444 .1879 .0768 .0326 .0147 .0070 .0035
8 .5556 .2485 .1071 .0466 .0213 .0103 .0052
9 .3152 .1414 .0637 .0296 .0145 .0074

10 .3879 .1838 .0855 .0406 .0200 .0103
11 .4606 .2303 .1111 .0539 .0270 .0141
12 .5394 .2848 .1422 .0709 .0361 .0190

9420.9640.6090.2771.4143.31
5230.3060.2411.6712.0404.41
5140.0670.2141.8162.7664.51
4250.6490.5271.8013.3335.61
2560.9511.8602.1263.71
3080.5041.4542.5614.81
4790.8761.4682.6174.91
2711.4891.0133.4825.02
3931.7132.3773.12
1461.9762.9524.22
1191.3603.9474.32
9022.2743.1525.42
7252.4983.52
9682.3334.62
7223.5774.72
5063.5225.82
2993.92
2934.03
6974.13
4025.23
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866  Apéndice 3  Tablas

Tabla 8 (continúa)

n2 = 9

n1

U0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 .1000 .0182 .0045 .0014 .0005 .0002 .0001 .0000 .0000
1 .2000 .0364 .0091 .0028 .0010 .0004 .0002 .0001 .0000
2 .3000 .0727 .0182 .0056 .0020 .0008 .0003 .0002 .0001
3 .4000 .1091 .0318 .0098 .0035 .0014 .0006 .0003 .0001
4 .5000 .1636 .0500 .0168 .0060 .0024 .0010 .0005 .0002
5 .2182 .0727 .0252 .0095 .0038 .0017 .0008 .0004
6 .2909 .1045 .0378 .0145 .0060 .0026 .0012 .0006
7 .3636 .1409 .0531 .0210 .0088 .0039 .0019 .0009
8 .4545 .1864 .0741 .0300 .0128 .0058 .0028 .0014
9 .5455 .2409 .0993 .0415 .0180 .0082 .0039 .0020

10 .3000 .1301 .0559 .0248 .0115 .0056 .0028
11 .3636 .1650 .0734 .0332 .0156 .0076 .0039
12 .4318 .2070 .0949 .0440 .0209 .0103 .0053
13 .5000 .2517 .1199 .0567 .0274 .0137 .0071

4900.0810.6530.3270.9841.1203.41
2210.2320.4540.5090.8181.2553.51
7510.6920.1750.9111.8812.6214.61
0020.2730.8070.1631.2952.9964.71
2520.4640.9680.8361.2303.1035.81
3130.0750.2501.2491.7943.91
5830.4960.1621.0822.6893.02
0740.6380.6941.3462.1944.12
7650.8990.5571.5303.0005.22
0860.9711.9302.5443.32
7080.3831.9432.8783.42
1590.6061.0862.0234.52
2111.2581.2303.3774.62
0921.7112.3043.7225.72
7841.4042.8873.82
1071.7072.5814.92
3391.9203.1954.03
1812.5633.0005.13
7442.5173.23
9272.4704.33
4203.2444.43
2333.3184.53
2563.7815.63
1893.73
7134.83
7564.93
0005.04
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Tablas  867

Tabla 8 (continúa)

n2 = 10

n1

U0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 .0909 .0152 .0035 .0010 .0003 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000
1 .1818 .0303 .0070 .0020 .0007 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000
2 .2727 .0606 .0140 .0040 .0013 .0005 .0002 .0001 .0000 .0000
3 .3636 .0909 .0245 .0070 .0023 .0009 .0004 .0002 .0001 .0000
4 .4545 .1364 .0385 .0120 .0040 .0015 .0006 .0003 .0001 .0001
5 .5455 .1818 .0559 .0180 .0063 .0024 .0010 .0004 .0002 .0001
6 .2424 .0804 .0270 .0097 .0037 .0015 .0007 .0003 .0002
7 .3030 .1084 .0380 .0140 .0055 .0023 .0010 .0005 .0002
8 .3788 .1434 .0529 .0200 .0080 .0034 .0015 .0007 .0004
9 .4545 .1853 .0709 .0276 .0112 .0048 .0022 .0011 .0005

10 .5455 .2343 .0939 .0376 .0156 .0068 .0031 .0015 .0008
11 .2867 .1199 .0496 .0210 .0093 .0043 .0021 .0010
12 .3462 .1518 .0646 .0280 .0125 .0058 .0028 .0014
13 .4056 .1868 .0823 .0363 .0165 .0078 .0038 .0019
14 .4685 .2268 .1032 .0467 .0215 .0103 .0051 .0026
15 .5315 .2697 .1272 .0589 .0277 .0133 .0066 .0034

5400.6800.1710.1530.6370.8451.7713.61
7500.0110.7120.9340.3090.5581.6663.71
3700.0410.3720.4450.9901.8912.6914.81
3900.5710.8330.5660.7131.7652.5274.91
6110.7120.6140.6080.6651.0792.5725.02
4410.7620.6050.6690.8381.3933.12
7710.6230.0160.8411.9312.9383.22
6120.4930.9270.9431.1642.6924.32
2620.4740.4680.4751.1182.5674.42
5130.4650.5101.9181.7713.5325.52
6730.7660.5811.7802.4653.62
6440.2870.1731.4732.2693.72
6250.2190.7751.1862.4734.82
5160.5501.0081.4003.9874.92
6170.4121.1402.5433.1125.03
7280.8831.9922.8963.13
2590.7751.4752.3604.23
8801.1871.3682.4344.33
7321.1002.7613.1184.43
9931.5322.2843.9815.53
5751.3842.9083.63
3671.5472.3414.73
5691.9103.4844.83
9712.4033.7284.93
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Tablas  875
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Respuestas  879

2.157 .021
2.161 P(R ≤ 3) = 12/66
2.163 P( A) = 0.9801

P(B) = .9639
2.165 .916
2.167 P(Y = 1) = 35/70 = .5;

P(Y = 2) = 20/70 = 2/7;
P(Y = 3) = 10/70;
P(Y = 4) = 4/70; P(Y = 5) = 1/70

2.169 a (4!)3 = 13,824

b 3456/13,824= .25
2.173 .25
2.177 a .364

b .636
c (49/50)n ≥ .60, y n es a lo sumo 25

2.179 a 20
1

2

6

= .3125

b 27
1

2

10

Capítulo 3

3.1 P(Y = 0) = .2, P(Y = 1) = .7,
P(Y = 2) = .1

3.3 p(2) =
1

6
, p(3) =

2

6
, p(4) =

1

2

3.5 p(0) =
2

6
, p(1) =

3

6
, p(3) =

1

6

3.7 p(0) =
3!

27
=

6

27
, p(2) =

3

27
,

p(1) = 1 −
6

27
−

3

27
=

18

27
3.9 a P(Y = 3) = .000125,

P(Y = 2) = .007125,
P(Y = 1) = .135375,
P(Y = 0) = .857375

c P(Y > 1) = .00725

3.11 P(X = 0) =
8

27
, P(X = 1) =

12

27
,

P(X = 2) =
6

27
, P(X = 3) =

1

27
,

P(Y = 0) =
2744

3375
,

P(Y = 1) =
588

3375
,

P(Y = 2) =
14

3375
,

P(Y = 3) =
1

3375
, Z = X + Y ,

P(Z = 0) =
27

125
, P(Z = 1) =

54

125
,

P(Z = 2) =
36

125
, P(Z = 3) =

8

125

3.13 E(Y ) =
1

4
, E(Y 2) =

7

4
, V (Y ) =

27

16
,

costo =
1

4

3.19 C = $85

3.17 m = E(Y ) = .889,
s2 = V (Y ) = E(Y 2)−[E(Y )]2 = .321
s = 0.567, (m − 2s,
m + 2s) = (−.245, 2.023),
P(0 ≤ Y ≤ 2) = 1

( 3) 1406

c P(Y = 1) = .3594
d m = E(Y ) = 1.56, s2 = .7488,
s = 0.8653

e (−.1706, 3.2906),
P(0 ≤ Y ≤ 3) = 1

3.21 13,800.388

3.23 $.31

3.25 Firma I: E(utilidad) = $60,000
E(utilidad total) = $120,000

3.27 $510

3.35 .4; .3999

3.39 a .1536;
b .9728

3.41 .000

3.43 a .1681
b .5282

3.45 P(funciones de alarma) = 0.992

3.53 a .0156
b .4219
c 25%

3.51 a .51775
b .4914

3.49 a .151
b .302

3.15 a P(Y = 0) = .1106,
P(Y = 1) = .3594,
P(Y = 2) = .3894,
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880  Respuestas

3.57 $185,000

3.59 $840

3.61 a .672
b .672
c 8

3.67 .07203

3.69 Y es geométrica con p = .59

3.73 a .009
b .01

3.75 a .081
b .81

3.81 2

3.83
1

n

n − 1

n

5

3.87 E
1

Y
= −

p ln( p)

1 − p

3.91 $150; 4500

3.93 a .04374
b .99144

3.95 .1

3.97 a .128
b .049
c m = 15, s2 = 60

3.99 p(x) =
y!

(r − 1)!(y − r + 1)!
pr q y+1−r ,

y = r − 1, r , r + 1, . . .

3.101 a
5

11

b
r

y0

3.103
1

42
3.105 b .7143

c m = 1.875,
s = .7087

3.107 hipergeométrica con N = 6, n = 2,
y r = 4.

3.111 a p(0) =
14

30
, p(1) =

14

30
,

p(2) =
2

30

b p(0) =
5

30
, p(1) =

15

30
,

p(2) =
9

30
, p(3) =

1

30
3.113 P(Y ≤ 1) = .187

3.115 p(0) =
1

5
, p(1) =

3

5
, p(2) =

1

5
3.117 a P(Y = 0) = .553

b E(T ) = 9.5, V (T ) = 28.755,
s = 5.362

3.119 .016

3.121 a .090
b .143
c .857
d .241

3.123 .1839

3.125 E(S) = 7, V (S) = 700; no

3.127 .6288

3.129 23 segundos

3.131 .5578

3.133 .1745

3.135 .9524

3.137 .1512

3.139 40

3.141 $1300

3.149 Binomial, n = 3 p = .6

3.151 Binomial, n = 10 p = .7,
P(Y ≤ 5) = .1503

3.153 a Binomial, n = 5 p = .1

b Geométrica, p =
1

2
c Poisson, l = 2

3.155 a E(Y ) =
7

3

b V (Y ) =
5

9

c p(1) =
1

6
, p(2) =

2

6
, p(3) =

3

6
3.167 a .64

b C = 10

3.169 d p(−1) = 1/(2k2),
p(0) = 1 − (1/k2), p(1) = 1(2k2)

3.171 (85, 115)

3.173 a p(0) =
1

8
, p(1) =

3

8
, p(2) =

3

8
,

p(3) =
1

8
c E(Y ) = 1.5, V (Y ) = .75,
s = .866

y

y

y

3.109 a .0238
b .9762
c .9762
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882  Respuestas

d F(−1) = 0, F(0) = 0, F(1) = 1

e
3

16

f
104

123

4.19 a f (y) =

0 y ≤ 0
.125 0 < y < 2
.125y 2 ≤ y < 4
0 y ≥ 4

b
7

16

c
13

16

d
7

9
4.21 E(Y ) = .708, V (Y ) = .0487
4.25 E(Y ) = 31/ 12, V (Y ) = 1.160
4.27 $4.65, .012

4.29 E(Y ) = 60, V (Y ) =
1

3

4.33 a E(Y ) = 5.5, V (Y ) = .15
b Usando el teorema de Tchebysheff, 

el intervalo es (5, 6.275).
c Sí; P(Y ) = .5781

4.37 E(Y ) = 0
4.39 .5; .25

4.45 a P(Y < 22) =
2

5
= .4

b P(Y > 24) =
1

5
= .2

4.47 a P(Y > 2) =
3

4

b c0 + c1
4

3
+ 9

4.49
3

4

4.51
1

3
4.53 a

1

8

b
1

8

c
1

4

4.55 a
2

7
b m = .015, V (Y ) = .00041

4.57 E
p

6
D3 = .0000065p,

V
p

6
D3 = .0003525p 2

4.59 a z0 = 0

b z0 = 1.10
c z0 = 1.645
d z0 = 2.576

4.63 a P(Z > 1) = .1587
b Se obtiene la misma respuesta.

4.65 $425.60
4.67 m = 3.000 in.
4.69 .2660
4.71 a .9544

b .8297
4.73 a .406

b 960.5 mm
4.75 m = 7.301
4.77 a 0.758

b 22.2
4.87 a f.05 = .70369.

b f.05 = .35185

4.91 a .1353
b 460.52 cfs

b P(Y ≤ 1.7) = .8806

4.93 a .5057
b 1936

4.97 .3679
4.99 a .7358

4.101 a E(Y ) = 1.92
b P(Y > 3) = .21036
d P(2 ≤ Y ≤ 3) = .12943

4.103 E( A) = 200p, V ( A) = 200,000p2

4.105 a E(Y ) = 3.2, V (Y ) = 6.4
b P(Y > 4) = .28955

4.107 a (0, 9.657), porque Y debe
ser positiva.

b P(Y < 9.657) = .95338
4.109 E(L) = 276, V(L) = 47,664

4.111 d √ α +
1

2
si α > 0

e
1

b(a − 1)
si a > 1,

− 1
2 )

√
si a >

1

2
,

1

b2(a − 1)(a − 2)
si a > 2

4.123 a k = 60
b f.95 = 0.84684

4.125 E(Y ) =
3

5
, V (Y ) =

1

25

4.129 E(C) =
52

3
, V (C) = 29.96

4.131 a .75
b .2357

4.133 a c = 105

{

4.31 E(Y ) = 4

4.89 a b = .8
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884  Respuestas

5.13 a F
1

2
,

1

2
=

9

16

b F
1

2
, 2 =

13

16
c .65625

5.15 a e−1 − 2e−2

b
1

2
c e−1

5.17 .50
5.19 a

y1 0 1 2

p1(y1) 4
9

4
9

1
9

b No
5.21 a Hipergeométrica con N = 9,

n = 3, y r = 4.

b
2

3

c
8

15
5.23 a f2(y2) =

3

2
−

3

2
y2

2 , 0 ≤ y2 ≤ 1

b Definida sobre y2 ≤ y1 ≤ 1 si y2 ≥ 0

c
1

3
5.25 a f1(y1) = e−y1 , y1 > 0;

f2(y2) = e−y2 , y2 > 0
b P(1 < Y1 < 2.5) = P(1 < Y2 <

2.5) = e−1 − e−2.5 = .2858
c y2 > 0
d f (y1� y2) = f1(y1) = e−y1 , y1 > 0
e f (y2� y1) = f2(y2) = e−y2 , y2 > 0
f igual
g igual

5.27 a f1(y1) = 3(1 − y1)2, 0 ≤ y1 ≤ 1;
f2(y2) = 6y2(1 − y2), 0 ≤ y2 ≤ 1

b
32

63
c f (y1� y2) =

1

y2
, 0 ≤ y1 ≤ y2,

si y2 ≤ 1

d f (y2� y1) =
2(1 − y2)
(1 − y1)2

,

y1 ≤ y2 ≤ 1 si y1 ≥ 0

e
1

4
5.29 a f2(y2) = 2(1 − y2), 0 ≤ y2 ≤ 1;

f1(y1) = 1 − � y1�, para
−1 ≤ y1 ≤ 1

b
1

3
5.31 a f1(y1) = 20y1(1 − y1)2, 0 ≤

y1 ≤ 1

b f2(y2) =
15(1 + y2)2 y2

2 , −1 ≤ y2 < 0

15(1 − y2)2 y2
2 , 0 ≤ y2 ≤ 1

c f (y2� y1) = 3
2 y2

2 (1 − y1)−3,
para y1 − 1 ≤ y2 ≤ 1 − y1

d .5
5.33 a f 1(y1) = y1e−y1 , y1 ≥ 0;

f 2(y2) = e−y2 , y2 ≥ 0
b f (y1� y2) = e−(y1−y2) , y1 ≥ y2

c f (y2� y1) = 1/ y1, 0 ≤ y2 ≤ y1

5.35 .5
5.37 e−1

5.41
1

4
5.45 No
5.47 Dependiente
5.51 a f (y1, y2) = f1(y1) f2(y2) de modo que

Y1 y Y2 son independientes.
b Sí, las probabilidades condicionales 

son iguales que las probabilidades 
marginales.

5.53 No, son dependientes.
5.55 No, son dependientes.
5.57 No, son dependientes.
5.59 No, son dependientes.
5.61 Sí, son independientes.

5.63
1

4
5.65 Exponencial, media 1

5.69 a f (y1, y2) =
1

9
e−(y1+y2)�3,

y1 > 0, y2 > 0
b P(Y1 + Y2 ≤ 1) =

1 −
4

3
e−1�3 = .0446

5.71 a
1

4

b
23

144

5.73
4

3
5.75 a 2

b .0249
c .0249
d 2
e Son iguales.

5.77 a
1

4
;

1

2
b E(Y 2

1 ) = 1�10, V (Y1) =
3

80
,

E(Y 2
2 ) =

3

10
, V (Y2) =

1

20
c −

5

4
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886  Respuestas

5.163 b F(y1, y2) =
y1 y2[1 − α(1 − y1)(1 − y2)]

c f (y1, y2) =
1 − α[(1 − 2y1)(1 − 2y2)],
0 ≤ y1 ≤ 1, 0 ≤ y2 ≤ 1

d Seleccione dos valores diferentes para a
con −1 ≤ a ≤ 1.

5.165 a ( p1et1 + p2et2 + p3et3 )n

b m(t , 0, 0)
c Cov(X1,X2) = −np1 p2

Capítulo 6

6.1 a
1 − u

2
, −1 ≤ u ≤ 1

b
u + 1

2
, −1 ≤ u ≤ 1

c
1

√u
− 1, 0 ≤ u ≤ 1

d E(U1) = −1�3, E(U2) =
1�3, E(U3) = 1�6

e E(2Y −1) = −1�3, E(1 −2Y ) =
1�3, E(Y 2) = 1�6

6.3 b fU (u) =
(u + 4) /100, −4 ≤ u ≤ 6
1/ 10, 6 < u ≤ 11

c 5.5833

6.5 fU (u) =
1

16

u − 3

2

−1�2

,

5 ≤ u ≥ 53

6.7 a fU (u) =
1

√m√2
u−1�2e−u�2,

u ≥ 0
b U tiene una distribución gamma con
a = 1�2 y b = 2 (recuerde que

1�2) =√m ).
6.9 a fU (u) = 2u, 0 ≤ u ≤ 1

b E(U ) = 2�3
c E(Y1 + Y2) = 2�3

6.11 a fU (u) = 4ue−2u , u ≥ 0, una densidad
gamma con a = 2
y b = 1�2

b E(U ) = 1, V (U ) = 1�2

6.13 fU (u) = FU (u) =
u

b2
e−u�b, u > 0

6.15 [−ln(1 − U )]1�2

6.17 a f (y) =
aya−1

ua
, 0 ≤ y ≤ u

b Y = uU 1�a

c y = 4√u. Los valores son 2.0785,
3.229, 1.5036, 1.5610, 2.403.

6.25 fU (u) = 4ue−2u para u ≥ 0

6.27 a fY (y) =
2

b
we−w2�b, w ≥ 0, que es

densidad Weibull con m = 2.

b E(Y k�2) =
k

2
+ 1 b k�2

6.29 a fW (w) =
1

3
2 (kT )3�2

w1�2e−w�kT w > 0

b E(W ) =
3

2
kT

6.31 fU (u) =
2

(1 + u)3
, u ≥ 0

6.33 fU (u) = 4(80 − 31u + 3u2),
4.5 ≤ u ≤ 5

6.35 fU (u) = −ln(u), 0 ≤ u ≤ 1
6.37 a mY1 (t) = 1 − p + pet

b mW (t) = E(etW ) = [1 − p + pet ]n

6.39 fU (u) = 4ue−2u , u ≥ 0
6.43 a Ȳ tiene una distribución normal

con media m y varianzas 2/n
b P(�Ȳ −m � ≤1) = .7888
c Las probabilidades son .8664, .9544,

.9756. Por lo tanto, cuando aumenta
el tamaño muestral, aumenta la
probabilidad de que P(�Ȳ −m� ≤ 1)

6.45 c = $190.27
6.47 P(U > 16.0128) = .025
6.51 La distribución de Y1 + (n2 − Y2) es

binomial con n1 + n2 intentos y probabilidad 
de éxito p = .2

6.53 a Binomial (nm, p) donde
ni = m

b Binomial (n1 = n2 + . . . nn , p)
c Hipergeométrico (r = n,

N = n1 + n2 + . . . nn)
6.55 P(Y ≥ 20) = .077
6.65 a f (u1, u2) =

1

2m
e−[u2

1+(u2−u1)2]�2 =

1

2m
e−(2u2

1−2u1u2+u2
2)�2

b E(U1) = E(Z1) = 0,
E(U2) = E(Z1 + Z2) = 0,
V (U1) = V (Z1) = 1,
V (U2) = V (Z1 + Z2) =
V (Z1) + V (Z2) = 2,
Cov(U1, U2) = E(Z 2

1) = 1
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