Secciones conicas

El objetivo en este capftulo es graficar las
secciones conicas. Estas incluyen la circun-
ferencia, la elipse, la pardbola y la hipérbola.
Ya hemos analizado las parabolas. En este
captulo aprenderemos més sobre ellas.
También resolveremos sistemas de ecua-
ciones no lineales, tanto de forma algebraica
como grafica.

10.1
10.2

10.3
10.4

\ : le da una caracteristica especial. Cualquier objeto que
se lance desde un punto focal hacia una pared con forma eliptica rebotard hacia el
otro punto focal. Esta caracteristica se ha utilizado en arquitectura y en medicina,
entre otras disciplinas. Un ejemplo es el Salén Nacional de las Estatuas en el
Edificio del Capitolio, que tiene una cdpula, o domo, de forma eliptica. Si habla
suavemente en uno de los puntos focales, sus murmullos pueden escucharse en el
otro puntoe focal. Del mismo modo, una bola que se golpea en un foco en una mesa
de billar de forma eliptica, rebotard hacia el otro punto focal. En el ejercicio 56 de
la pdgina 674 determinar4 la ubicacién de los focos de una mesa de billar eliptica,
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Capitulo 10 Secciones cénicas

En los capitulos anteriores analizamos las paribolas y vimos que una pardbola es un ti-
po de seccidn conica; en este apartado estudiaremos m4s acerca de las pardbolas, Otras
secciones conicas son las circunferencias, las elipses y las hipérbolas, Cada una de estas
formas es una seccién conica, ya que se puede construir rebanando un cono y obser-
vando la forma de la rebanada, La figura 10,1 ilustra los métodos para rebanar el cono
y obtener cada seccién conica.

y g2
W

FIGURA 10.1 Parabola Circunferencia Elipse Hipérbola

En la seccién 8.5 analizamos las pardbolas, El ejemplo 1 servird para que recuerde c6-
mo graficar pardbolas de laformay = ax” + bx +cy y = a(x — h)> + k.

Considere y = 2x> + 4x — 6,

a) Escriba la ecuacién en laformay = a(x — ) + k.

b) Determine si la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo.
¢} Determine el vértice de la pardbola.

d) Determine la intercepcion con el eje y de la pardbola.

e) Determine las intercepciones con el eje x de la parédbola.
f) Grafique la pardbola.

a) Primero, factorice el 2 en los dos términos que tienen la variable, para que el coefi-
dente del término cuadrético sea 1. (No factorice el 2 de la constante, —6). Luego
complete el cuadrado.

y=22+4x -6

=2(x2 +2x) — 6
2(F+2x+1) -2 -6
2Ax+1)2-8

If

I

b) La pardbola abre hacia arriba, ya que a = 2, que es mayor a 0.

¢) El vértice de la grafica de una ecuacién de la formay = a(x — h)* + kes (h, k). Por
lo tanto, el vértice de la grafica de y = 2(x + 1)? — 8 es (—1, —8). El vértice de una
pardbola también puede determinarse por medio de

(%7 « (4-0)

Ahora, muestre que estos dos procedimientos dan (—1, —8) como el vértice de la pa-
rabola.
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d) Para determinar la intercepcion con el eje y, haga x = 0y despeje y.
y=2(x+172 -8

=2(0+1)2-8
= -6

La intercepcion con el eje y es (0, —6).

e) Para determinar las intersecciones con el eje x, haga y = 0 y despeje x.

y_mx+n2
¥4 =2(x+1)*-8
213» =2(x+1)?
IEE NP BN 4=(x+1)
-5-4 —1—,1_14-1345 x
-2+ | +2=x+1
T y=2xz+4x—ﬁ -1+2=x
?:-i- y= 2(1_',1}2_3 x==1=-2 g x=-1+2
-7+ x=-3 x=1
(=L —8) Jf Las intercepciones con el eje x son (—3,0) y (1, 0). Estas intercepciones podrian
FIGURA 102 determinarse sustituyendo 0 por y en y = 2x* + 4x — 6y resolviendo la ecuacién

por factorizacién o mediante la férmula cuadritica. Haga esto y vea que obtiene
las mismas intercepciones con el eje x.

f) Utilizamos el vértice y las intercepciones con el eje x y con el eje y para trazar la
grifica que se muestra en la figura 10.2,

W liaiva el 21ercicio 19
UELVa Bl EjErCicio

Las pardbolas también pueden abrirse a la derecha o ala izquierda. La graifica de una
ecuacion de la forma x = a(y — k)* + h serd una pardbola cuyo vértice estd en el pun-
to (k, k). Si a es un nimero positivo, la pardbola abrira hacia la derecha y si a es un ni-
mero negativo, la parabola abrird hacia la izquierda. La figura 10.3 muestra las cuatro
formas diferentes de una paribola.

y=alx—h*+k x=aly —kP+h
a > a= a> a =0
(h, k) » | ™ om
{I:i,}.c} ; (h.k) T
FIGURA 10.3

1. y =a(x — h)* + k,a > 0 (abre hacia arriba)

2. y =a(x — h)? + k, a < 0 (abre hacia abajo)

3. x =a(y — k)* + h,a > 0 (abre hacia la derecha)
4, x = a(y — k) + h, a < 0(abre hacia la izquierda)

Observe que las ecuaciones de la forma y = a(x — h)* + k son funciones, ya que
sus graficas cumplen el criterio de la recta vertical, Sin embargo, las ecuaciones de la
forma x = a(y — k)* + k no son funciones, ya que sus grificas no cumplen el criterio de
la recta vertical.
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Trace la graficade x = —2(y + 4)° — 1.

La grafica abre hacia la izquierda, ya que la ecuacién es de la forma
X = a(y - k)> + hya = =2, que es menor que 0. La ecuacién puede expresarse
como x = —2[y — (—4)]? — 1. Asi,h = —1y k = —4. El vértice de la gréfica es
(=1, —4). Veala ﬁgnm 104. Si hacemos y = (), vemos que la interseccion con el eje x
estd en =2(0 + 4)* — 1 = =2(16) — 1 o —33. Al sustituir los valores de y puede de-
terminar los valores correspondientes de x, cuando y = -2, x = =9y cuando y = —6,
x = —9, Estos puntos estan marcados en la grifica. Observe que esta grifica no inter-
seca al eje y.

(L)

x= 2y +aP—1

FIGURA 10.4

a) Escriba la ecuacién x = 2y? + 12y + 13 enlaforma x = a(y — k)* + h.
b) Grafique x =2y + 12y + 13.

a) Primero factorice 2 de los dos primeros términos. Luego complete el cuadrado de
la expresién que estd dentro de los paréntesis.

x=2y"+ 12y + 13
= 2(y*+ 6y) + 13
=2(¥+6y +9)+ (2)(-9) +13
=2(y2 + 6y +9) — 18 + 13
=2(y+ 37 -5

b) Como a > 0, la parédbola abre hacia la derecha; observe que cuando y = 0,
x = 2(0)* + 12(0) + 13 = 13. Por lo tanto, la interseccién de x es (13, 0). El vértice
de la parabola es (—5, —3). Cuando y = —6, tenemos que x = 13. Asi, otro punto
en la grafica es (13, —6), y mediante la férmula cuadratica podemos determinar
que las intersecciones con el eje y son alrededor de (0, —4.6) y (0, —1.4). En la figu-
ra 10.5 se muestra la grafica.

—§ =5 —4 =3 =2~ 123 45 6% 910112131415 X

=2 +12y +13

FIGURA 10.5

» AROra resueiva el ejercicio 45
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FIGURA 10.7
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Ahora deduciremos una férmula para determinar la distancia entre dos puntos de una
recta. Dentro de poco utilizaremos esta férmula para desarrollar 1a férmula para la cir-
cunferencia. Considere la fignra 10.6.

¥i
¥ (x4, 33) e, — (3, 35)
i et
A - d
il I
i (x1.71)
X Xy X
FIGURA 10.6

La distancia horizontal entre los dos puntos (xy, ¥;) ¥ (x5, ¥;), indicada por la linea
discontinua horizontal en color rojo, es |x; — x4/, Utilizamos el valor absoluto ya que la
distancia debe ser positiva. Si x; fuese mayor que x,, entonces x, — x seria negativo.
La distancia vertical entre los puntos (x, y;) ¥ (x1, ¥2), indicada por medio de la linea
discontinua vertical en color gris, es |y, — y;|. Usando el teorema de Pit4goras, donde d
es la distancia entre los dos puntos, obtenemos

& =5, - x5+ |y, - wf
Como cualquier niimero distinto de cero elevado al cuadrado es positivo, no necesita-
mos los signos de valor absoluto. Por lo tanto, podemos escribir

= (8- x)+(n-n?
Por medio de la propiedad de la raiz cuadrada, con la raiz cuadrada principal, obtenemos
la distancia entre los puntos (X, y1) ¥ (x5 y2),que esd = V{x; — x,)> + (3 — )%

La distancia, d, entre cualesquiera dos puntos (xy, y;) ¥ (x2, ¥2) puede determinarse me-
diante la férmula de la distancia

d= \/(Iz - xl+(ya-n)?

La distancia entre cualesquiera dos puntos siempre serd un niimero positivo, ;Pue-
de explicar por qué? Cuando determinamos la distancia, es indistinto cudl punto desig-
nemos como punto 1, (xy, yy) 0 como punto 2, (x;, y»). Observe que al elevar al
cuadrado cualquier niimero real, el resultado siempre serd mayor o igual a 0. Por ejemplo,
5-2P=(2-5%=09

Determine la distancia entre los puntos (4,5) y (—2,3).

c/orr Como ayuda, trazamos los puntos (vea la figura 10.7). Marque (4, 5) como
punto 1y (—2,3) como punto 2. Asi, (x,, y,) representa a (—2,3) y (x,, ;) representa a
(4, 5). Ahora usemos la férmula de la distancia para determinar la distancia, d.

= V(- xlP + (32 - 0P
=\/{ 2= d)y+ (3 -5
= V(-6) + (-2)
=36 +4
=vV4 o =632

Por lo tanto, la distancia entre los puntos (4, 5) y (—2,3) es V40 o alrededor de 6.32
unidades,

i BAhmim rasiialua el &tares e B
b ANOra resuelva el ejercy 57
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- (e y)

10,0)

FIGURA 10.9

Capitulo 10 Secciones cénicas

Los estudiantes algunas veces inician bien la determinacion de la distancia mediante la
férmula de 1a distancia, pero olvidan tomar la raiz cuadrada de la suma (x; — ;Y + (y; — i
para_obtener la respuesta correcta, Cuando se obtiene la raiz cuadrada, recuerde que
Vad+b #a+b

Con frecuencia es necesario encontrar el punto medio de un segmento de recta de-
terminado por dos puntos dados. Para hacerlo utilizamos la férmula del punto medio.

Dados cualesquiera dos puntos (xy, y1) ¥ (X2, ¥2), €l punto que se encuentra a la mitad de los
puntos dados puede determinarse mediante la formula del punto medio:

X t+x W +)’2) ¥

(22, 32)

punto medic = ( 5 ' 3

frg +0  yy+ oy

(x50

Para determinar el punto medio, tomamos el promedio (media) de las coordena-
das x y de las coordenadas y.

Un segmento de recta que pasa por el centro de una circunferencia
la mterseca en los puntos (—3,6) y (4, 1). Determine el centro de la circunferencia.

_ Para determinar el centro de la circunfe- ¥

rencia, determinamos el punto medio del segmento de

recta entre (—3, 6) a (4, 1). No importa qué punto se (i) B

marque como (x1, )y (x2,y2). Hacemos que (—3,6) sea ("3 o1 Punto™,

(x1, 1) y que (4, 1) sea (x3, y2). Vea la figura 10.8. : \ medio
3]

: Xt x Wty Tz
punto medio =( o 2) 3\ (629
o | D @)

_( 3 4+ 4 +)._(l 1) R S R
a -THENE T A i |

17
El punto (2 2) estd a la mitad del segmento determi-  igyRa 10.8

nado por los puntos (—3,6) v (4, 1). También es el centro
de la circunferencia.

3 4 5 X

Una circunferencia, puede definirse como el conjunto de puntos en un plano que estin
ala misma distancia de un punto fijo llamado su centro.

La férmula para la forma general de 1a ecuacion de una circunferencia cuyo centro
estd en el origen puede deducirse utilizando la férmula de la distancia. Sea (x, y) un
punto de una circunferencia de radio r con centro en (0, 0), vea la figura 10.9. Median-
te la formula de la distancia, tenemos

d=V(n—-x)l+ (- n’
o r=\/{x—.}2+{y—':)2
-VZT7
P=x+y
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i

Por ejemplo, x? + y* = 16 es una circunferencia con centro en el origen y radio 4, y
¥* + y* = 10 es una circunferencia con centro en el origen y radio V10. Observe
que 4* = 16y que (V10)* = 10.

Grafique las ecuaciones siguientes.

) +y =64 b) y = V64 — ¥ ) y=-V64— 2

a} Si reescribimos la ecuacion como
2+y=8

vemos que el radio de la circunferencia es 8. La figura 10.10 ilustra la grafica.
b) Si despejamos y en la ecuacion x* + y* = 64, obtenemos

VY=64— 2
y= V64 - ¥

En la ecuacién y = +V64 — x?, la ecuacién y = +V64 — x? o simplemente
y= V64 - x°, representa la mitad superior de la circunferencia, mientras que la
ecuacién y = —V64 — x” representa la semicircunferencia inferior. Por lo tanto,

la grafica de y = V64 — x*, donde y representa la raiz cuadrada principal, se
encuenira en y sobre el eje x. Para cualquier valor de x del dominio de la funcion, el
valor de y debe ser mayor o igual que 0. ;Por qué? La grifica es la semicircunferen-
cia de la figura 10.11.

¢) La grifica de y = —V64 — x? también es una semicircunferencia. Sin embargo,
esta gréfica se encuentra en y bajo el eje x, Para cualquier valor de x del dominio
de la funcion, el valor de y debe ser menor o igual que 0. ;Por que? La figura 10.12
muestra la grafica.

¥ ¥ ¥
L Xz +}'2 =G4 a
6+ \ & L] = =%/ = F
4T 4 4 ¥ = M
3 2 2
EREREERT R =wo e ARRTE D LR BT W
T My =VE- & s
61 61 61
FIGURA 10.10 FIGURA 10.11 FIGURA 10.12

ANOra resueilva il € I:.‘-_ic,l'.,L_J LR

Considere las ecuaciones y = V64 — X'y y = —V64 — x’del ejemplo 6 b) y
6 c). Si eleva al cuadrado ambos lados de la ecuacién y reordena los términos, obtendra
x* + y? = 64. Inténtelo y vea que asf es.
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Al utilizar su calculadora para obtener una grafica, usted inserta la funcion que desea graficar a la derecha de y =. Las
circunferencias no son funciones, ya que no cumplen €l criterio de la recta vertical. Para graficar la ecuacién @+ y* =64, que

sabemos es una circunferencia con radio 8, despejamos y en la ecuacién para obtener ¥ = + V64 — %, Después graficamos

las dos funciones ¥;

V64 — X’y Y, = - V64 - x’ en los mismos ejes para obtener la circunferencia. La figura 10.13 ilus-

tra estas graficas. Por la distorsién (descrita en el recuadro Cémo usar su calculadora graficadora de la seccidn 9.1), la gréfica no
parece ser una circunferencia. Si utiliza la caracteristica SQUARE de su calculadora para hacer que las unidades en
ambos ejes tengan la misma longitud, la figura aparece como una circunferencia (vea la figura 10.14).

¥
()
F
T \nio
L %
FIGURA 10.15

-

ey ™

| N

-10,10,1, —10,10,1 =—152, =152 1, —10,10,1

FIGURA 10.13 FIGURA 10.14

La forma general de una circunferencia con centro en (h, k) y radio r puede deducirse
mediante la férmula de la distancia. Sea (h, k) el centro de la circunferencia y sea (x, y)
cualquier punto de la circunferencia (vea la figura 10.15), Si el radio r representa la dis-
tancia entre los puntos (x, y), enla circunferencia y el centro de la circunferencia (#, k),
entonces la formula de la distancia implica

r=V(x—-h2+(y—- k)

Ahora elevamos al cuadrado ambos lados de 1a ecuacidn para obtener la forma gene-
ral de una circunferencia con centro en (h, k) y radio r.

P=(x— )+ (y - k)

AP kR

. Determine la ecuacidn de la circun- ¥
ferencia que se muestra en la figura 10.16. N
El centro es (—3, 2) y el radio es 3. (=35
x=h2+(y—ky=1r T
( : )2 7 _)2 » (62 3D Y 60
- (-3)F + (y-2)*= _
x+3P+(y=-2)2=9 EERRAEETARERE"
(x+ 37+ (y - 2) Sont
FIGURA 10.16 T

s Ahnr acualva al atarcicrin B
FANUTd NESUCIVa €1 a0l ©

a) Muestre que la grifica de la ecuacién x> + y* + 6x — 2y — 6 = 0 es una circunferencia.
b) Determine el centro y el radio de la circunferencia y luego tricela.
¢) Determine el drea de la circunferencia.

a) Escribiremos esta ecuacion en la forma general, mediante el proceso de completar
cuadrados. Primero reescribimos la ecuacién, colocando juntos todos los términos
con variables semejantes.

2+6x+y—-2y—-6=0
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Luego, pase la constante al lado derecho de la ecuacién.

PHéx+y —-2y=6

Ahora completamos dos cuadrados, uno para cada variable. Primero lo hacemos

para la variable x.

;o

PHex +9+y -2y=6+9

Y luego para la variable y.

X+6x+9+yY -2y+1=6+9+1
2+6x+9 + Y¥=-2p+1 =16
(x+3° + (y-1y =16
(x+3)? + (-1 =&

b) El centro de la circunferencia estd en (—3, 1) y el radio es 4. La circunferencia esta

FIGURA 10.17 bosquejada en la figura 10.17.
¢) El drea es

A = ar? = w(4)* = 16w = 50.3 unidades cuadradas.

» Ahora resuelva el ejerdcio 111
- Math'gp  Mysathiab]
Mathxl* MyMathlab

Liste el nombre de cada una de las cuatro secciones cénicas. 8. Proporcione la férmula del punto medio.

Trace una figura que muestre cémo se forma cada una. 9, ;Cuil es la definicién de circunferencia?
Explique cémo determinar la direccién hacia donde abre 10, ;Cuiles laecuacidn de una circunferencia con centro (h, k)?
una pardbola, examinando la ecuacién. * 1L Laecuacién x* — y* = 9, ;es la ecuacién de una circunferen-

¢ Son funciones las pardbolas de la forma y = a(x — h)* + k, )

a > 0?7 Explique. ; Cudl es el domimio y el rango de
y=alx —h)y +ka>=0?

;Son funciones las pardbolas de la formax =a(y — k> + h, °

a > 0?7 Explique. ;Cudl es el dominio y el rango de
x=aly— k)" +ha=0?

Compare las grificasde y = 2{x — 3P + dyy=-2(x -3 + 4.

D¢ la férmula de la distancia.

. Cuando se determina la distancia entre dos puntos diferen-
tes mediante la férmula de la distancia, ;por qué la distancia *

siempre debe ser un nimero positivo?

12,
13,
14,
15,

16.

cia? Explique.

La ecuacién —x* + y* = 25, ;es la ecuacién de una circunfe-
rencia? Explique.

La ecuacién 2x* + 3y? = 6, ;es la ecuaci6n de una circunfe-
rencia? Explique.

La ecuacién x = y? — 6y + 3, jes la ecuaci6n de una paribola?
Explique.

La ecuacién x> = y? — 6y + 3, es la ecuacién de una pardbola?
Explique.

La ecuacion x =y + 2, ;es la ecuacién de una pardbola? Ex-

plique.

Grafigue cada ecuacién.

@17 y=(x-27+3 18, y=(x-27-3 y=(x+372+2 20, y=(x+372-2

N y=(x-22-1 22 y=(x+27+1 Boy=—(x-12+1 24 y=—(x +4)2-5
25 y=—(x+3;+4 26, y=2(x+1)2-13 2% y==3x-5"+3 28 x=(y—-17+1
&2 x=(y-4"-3 30 x=—(y-2%+1 o x=—(y—5%+4 2 x=-2(y-4yY +4
Bor=-5y+3°-6 3 x=3y+ 1) +5 35.y=—2(_r+%>2+6 36.y=—(x—%>2+%
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En los ejercicios 37 a 50, a) escriba la ecuacién en la forma y = a(x — h)* + k, 0 en la forma x = a(y — k)* + h. b) Grafique la ecuacién.

M y=x*+2x

4. y=x*-4x
BB y=x+Tx+10

4. x=-y" -5y —4

49 x=-y +3y—4

38 y=x-2x 3 y=x+6x

41, x =y + 4y 2 xr=3y -6y
44, y=x*+2x -7 S x==-p¥+6y-9
47, y = —xX* +4x — 4 B y=2—dx— 4

50, x =3 — 12y — 36

Determine la distancia entre cada pareja de puntos. Cuando sea apropiado, utilice una calculadora y redondee sus respuestas al centésimo

mds cercano.
5L (5,-1)y(5, —6)

54 (1,8)y(4,12)

(-4, =5) y(5 -2)

@ (~p2)s(-39)

6. (V7,v3)y(0,0)

52 (-7,2)y(-3,2) 5. (~1,6)y(8,6)

55 (_1: _3)}'(4\9) 56. {_4: —5)}[2,3)

58. (6,7)y (11,0) ». (3, —1:y(§.4)

6L (-16,3.5)y(-43,-17) 62 (52, —3.6)y(-16,23)

64 (-Vv2,-V5)y(0,0)

Determine el punto medio del segmento de recta que estd entre cada par de puntos.

65 (LI3)y(59
68 (4,7 vy(1,-3)

1
n (33)y@-9

4 (-VT7,8)y(V5,V3)

66. (0,8) y(4, —6) 6. (-7,2)y(7,~2)
(—1.4))'(4~6) 70. (_25 _9}3(_65 _3.)
9
2 (33)y(23) B (VAD)y (VAT

Escriba la ecuacion de cada circunferencia con el centro y radio dados.

75, Centro (0, 0), radio 4.
77. Centro (2,0), radio 5.
7. Centro (0, 5), radio 1.
81. Centro (3, 4), radio 8.
#3. Centro (7, —6), radio 10,

85, Centro (1,2), radio V3

76. Centro (0, 0), radio 7.

78. Centro (—3,0), radio 9.

80. Centro (0, —6), radio 6.

82. Centro (—5,2), radio 2.

84. Centro (—6,—1), radio 7.
86. Centro (—7,—2), radio V13

Escriba la ecuacién de cada circunferencia. Suponga que el radio es un niimero entero positiva.

-8-6-4-2,1 2.4 68 X
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@m‘ ¥ 9. ¥
8 -
7 6+
a4 4
3+ 24
-8-6-4-2,] 2.4 | &8 X -8-6=4-2,1 2 4 68 x
it —h . e
Dk {;\:—2] =587 1
= =i
Grafique cada ecuacién.
9L P+ =16 92 ¥+ =5 9. ¥+ =10 94 (x — 172 +y* =7
@ 95 (x+4)2+)y =25 9. ¥+ (y+1)?%=9 97 FC+ (y—-372=4 98, (x — 27+ (y+372 =16
99. (x +8P2+ (y+2P=90100. (x +37+ (y—4P =36 R RV e 102 y= V16 — x?
103 y= -4 -4 W4 y= -V — 1
En los ejercicios 105 g 112, 8) utilice el método de completar el cuadrado para escribir cada ecuacién en la forma general. b) Trace la grifica.
W5 2+ +8+15=0 106, 2+ ¥ +4y=10
W7 P2+ +6ex—dy+4=0 108. 2+ Y +2x -4y —-4=10
@109, ¥ +y +6x-2y+6=0 10, ¥+ YV +4x -6y —-3=0
Y - +2y+13=0 112.12+y2—x+3y—%=ﬂ
113. Determine el drea de la circunferencia del gjercicio 95. 114, Determine el drea de la circunferencia del ejercicio 97.

En los ejercicios 115 a 118, determine, si las hay, las intercepciones con los ejes x y y de la grifica de cada ecuacion.

15 x =y — 6y — 7 :Q) 121. Determine la longitud del segmento de recta cuyo punto
16, ¥ = -y + 8y - 12 medio es (4, —6) y uno de sus extremos estd en (7, —2).
17 x=2(y -3 +6 122, Determine la longitud del segmento de recta cuyo punto

medio estd en {—2, 4) y uno de sus extremos estd en (3, 6).
118 x=—(y+27°-8

123. Determine la ecuacién de una circunferencia con centro en
(—6, 2) que es tangente al gje x (esto es, la circunferencia
toca al ¢je x en un solo punto).

119, Si conoce el punto medio de un segmento de recta, jes posi-
ble determinar la longitud del segmento de recta? Explique.

120. Si conoce uno de los extremos de un segmento de recta y la
longitud del segmento, ;es posible determinar el otro extre- 124, Determine la ecuacién de una circunferencia con centro en
mo? Explique. (—3, 5) que es tangente al eje y.

En los ejercicios 125 y 126, determine a) el radio de la circunferencia cuyo didmertro estd en la linea que se muestra, b) d centro de la
circunferencia, y ¢) la ecuacion de la circunferencia.

s, 126

/, /?,12}
*9.8) 4.9

% 7 4.9)
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127. Puntos de interseccion ;Cudl es el nimero maximo y cudl el

niimero minima posible de puntos de interseccién para las gra-
ficas de y = a(x — bl + ky y x = a(y — k»)* + hy? Explique.

128. Triingulo inscrito Considere la figura siguiente.

¥
104 —
. =1
(=39 8¢ 16,9
o T i
3 8 il
\ 5 i
YT
TR S
3 f =_rz
T e e y
[ &)
LN
Tk
—5-4-3-2- 0 123435 x
24

a) Determine el drea del tridngulo sombreado.

b) Cuando se inscribe un tridngulo dentro de una paribo-
la, como en la figura, el drea que encierra la pardbola
desde la base del tridngulo es % del drea del tridngu-
lo. Determine el drea que encierra la pardbola desde
x=—3hastax =3,

Rueda de la fortuna La rueda de la fortuna en el muelle
Navy en Chicago, tiene una altura de 150 pies. El radio de la
rueda es 68,2 pies,

B ‘

i 150 pies

Espacio _____.__——-—an“

en
Suelo 8

a) ;Cuil es el espacio libre del suelo a la rueda?

b) (A qué distancia del suelo queda el centro de la rueda?

¢} Determine la ecuacién de la rueda. Suponga que el ori-
gen estd en el suelo, directamente debajo del centro de
la Tueda.

Aren sombreada Determine el 4rea cuadrada sombreada
en la figura. La ecuacién de la circunferencia es x> + y* =9,

131,

Area sombreada Considere la figura siguiente. Escriba una
ecuacion para:

a) la circunferencia mayor.
b} la circunferencia interna de la derecha.
¢) lacircunferencia interna de la izquierda.

d) Determine el drea sombreada,

Puntos de interseccién Considere las ecuaciones x* + y* = 16
y{x— R+(y-27= 16, Tomando en cuenta el centro y
radio de cada circunferencia, determine el niimero de pun-
tos de interseccion de las dos circunferencias.

Circunferencias concéntricas Determine el drea de las
dos circunferencias concéntricas cuyas ecuaciones son
(x =2+ (y+ 47> =16y (x — 2> + (v + 4)* = 64. Circun-
ferencias concéntricas son aquellas que tiemen el mismo
centro.

Tiimel El departamento de autopistas planea construir un
tinel semicircular que pase a través de una montafia. El ti-
nel debe ser lo suficientemente grande para que un camién
de 8 pies de ancho y 10 pies de alto pase por el centro del
tinel con 1 pie de espacio entre las esquina superiores
del camidn y el tinel (como se muestra en la figura siguien-
te). Determine el radic minimo que debe tener el tinel.




En grupo, analicen y respondan la pregunta 135.

135, Ecuacién de una pardbola La ecuacién de una pardbola se
puede determinar si se conocen tres puntos de ella. Para ha-
cerlo, inicien con y = ax® + bx + ¢. Luego sustituyan las
coordenadas x y y del primer punto en la ecuacion. Esto da-
ri como resultado una ecuacién en a, b y ¢. Repitan el pro-
cedimiento para los otros dos puntos. Este proceso da lugar
a un sistema de tres ecuaciones con tres variables. Después
resuelvan el sistema para a, b y c. Para determinar la ecua-
cion de la pardbola, sustituyan los valores que se encontra-
ron para 4,5 y c en la ecuacidn y = ax® + bx + ¢,

Ties puntos de una pardbola son (0,12), (3, —3) y (—2,32).

a) Enforma individual, determinen un sistema de ecuacio-
nes con tres variables que pueda usarse para encontrar
la ecuacién de la paribola. Luego comparen sus res-

=34

18x 2y

5] 136. Simplifique

[2.5] 137, Resuelva la desigualdad —4 < 3x —4 < 17.Escribala
solucién en notacién de intervalos.

4.5 138. Evalie el determinante.

4 0 3
52 =1
36 4
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puestas. Si cada miembro del grupo no tiene el mismo
sistema, determinen por qué razén,

b) De forma individual, resuelvan el sistema y determinen
los valores de a, b y ¢. Luego comparen sus respuestas.

¢} De forma individual, escriban la ecuacién de la pardbo-
la que pasa por (0, 12), (3, =3) y (-2,32). Luego compa-
TEN 5US TEspuestas.

d) En forma individual, escriban la ecuacion en la forma

y=alx —h? +k
Luego comparen sus respuestas,

e) De forma individual, grafiquen la ecuacién de la parte d).
Después comparen sus respuestas,

139, a) Escriba expresiones para representar cada una
de las cuatro dreas sombreadas en la figura,

a b
a 1 2
b 3 4

b) Exprese el drea total mostrada como el cuadra-
do de un binomio,

| 140, Grafique y = (x — 4)? + 1.

Una elipse puede definirse como un conjunto de puntos de un plano, la suma de cuyas

distancias a dos puntos fijos es una constante. Los dos puntos fijos se llaman focos (ca-
da uno es un foco) de la elipse (vea la figura 10.18). En esta figura, F; y F, representan

los dos focos.

FIGURA 10.18

g

Podemos construir una elipse utilizando una cuerda y dos clavoes. Coloque los dos
davos ligeramente cerca uno de otro (figura 10.19). Luego ate los extremos de la cuer-
da a los clavos. Con un lipiz o un boligrafo, estire la cuerda y, manteniendo la cuerda

FIGURA 10.19 tensa, dibuje la elipse moviendo el l4piz alrededor de los clavos.
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=
>‘{;"*"" _ origen.
= Eje |

Eje
menor mayor
FIGURA 10.20 29 .
& b

¥ En la figura 10.20, el segmento de —a a a en el eje x es el eje principal 0 mayory el
segmento de —b a b en el eje menor o mds corto de la elipse. El eje mayor de una elipse,
b _Centro también podria estar en el eje y. La figura 10.20 también muestra el centro de la elipse y

o St : ; .
Viértice /. /(\Vérﬁw los dos vértices (los puntos en color rojo). Los vértices son los extremos del eje mayor.
— / a  x A continuacién proporcionamos la forma general de la elipse con su centro en el

donde (a,0) v (—a, 0) son las intersecciones con el gje x y (0, b) y (0, —b) son las intersec-

ciones con ¢l gje y.

Observe que las intersecciones con el eje x se determinan mediante la constante
en el denominador del término de x, y las intersecciones con el eje y se determinan
mediante el denominador del término de *. Si a® > b%; el eje mayor de la elipse estard

en el eje x,ysi b” > a’, el eje mayor de la elipse estard en el eje y.
En el ejemplo 1, el eje principal de 1a elipse estd en el eje x.

2 2

R —— - X y ¥
EIE] ; Grafique — + — = 1.
9 4 .
Podemos rescribir la ecuacién como i
IZ yZ j 1+
7t
Asi,a = 3 y las intersecciones con el eje xson (3,0) y w37
(=3, 0). Como b = 2, las intersecciones con el eje y son T
(0,2) y (0, —2). La figura 10.21 ilustra esta elipse.

FIGURA 10.21

r ANOra resueiva el ejercicic

Una ecuacion puede estar escrita de tal manera que no sea evidente que su grifica

sea una elipse. Esto se ilustra en el ejemplo 2.

Trace la gréfica de 20x? + 9y* = 180.

Sidividimos ambos lados de la ecuacién entre 180 para igualar a 1 el lado
derecho de la ecuacion, obtenemos una ecuacién que podemos reconocer como una

elipse.

204 + 9y 180

180 180
20x2 %
180 ' 180
L
9 20

Ahora la ecuacién puede reconocerse como una elipse en forma general.

Rl
%=,

+



¥
U N D —
l6
k=t (h, k)
R o I e
h—a h
FIGURA 10.24
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Como a® = 9, a = 3. Sabemos que b? = 20;asi b = V20 ¥
(0 aproximadamente 4.47). s (0,7/30)
e
2 3
x_i + 7 ;]
¥ (V20) (<1 )] S A (1)

Las intersecciones con el eje x son (3,0) y (—3,0). Las 7% g 12 45X
intersecciones con el eje y son (0, —V20) y (0, V20). ] '

+34

La figura 10.22 ilustra la grafica. Observe que el eje ma- Lol
yor se encuentra a lo largo del eje y en vez de a lo largo =51 (0, = V20)
del eje x.

205 + 9y* =180

FIGURA 10.22

Abhnra raciialus =] ciaresetm 160
* ANOra resueiva el gjerccio

En el ejemplo 1,como a” = 9y b* = 4y en consecuencia a” > b?, el eje mayor estd
en el eje x. En el ejemplo 2, como a” = 9y b* = 20, se tiene b? > o, el eje mayor estd en
el eje y. En el caso especifico en que a* = b*, la figura es una circunferencia. Asi, 1a cir-
cunferencia es un caso especial de una elipse.

¥
EJE . Escriba la ecuacion de la elipse de 2l @12)
la figura 10.23. i
‘olicidn Las intersecciones con el eje x son :
(=10, 0) y (V10, 0); asi que,a = V10ya’ = 10. Las i
intersecciones con el eje y son (0, —12) y (0,12), por lo B s+ Vb0
queb=12yb’ =144, _.{+_ﬁf_{.]+}' —— :(: —t }J, -
“W-8-6-4r-2,1 274 6 8 10X
2 bl
ﬁz + y_ = 1 —h
a » Ll
2 }'2 L
— e — T
10" 14! e, -12)
FIGURA 10.23
» Ahora resuelva el ejercicio 45

La férmula para el drea de una elipse es A = wab.Enel ejemplo 1, donde a =3 y
b =2el dreaes A = w(3)(2) = 6z = 18.8 unidades cuadradas.

En el ejemplo 2,donde a =3y b = V20, el 4rea es
A = mw(3)(V20) = w(3)(2V35) = 6wV5 = 42.1 unidades cuadradas.

Para obtener la ecuacion de una elipse con centro en (f, k), se podria requerir el uso de
traslaciones horizontales y verticales, similares a las que se utilizaron en el capitulo 8.

GE=Ry (= RF
+ =
a’ »

1

En la férmula, 1a  desplaza la grifica hacia la izquierda o hacia la derecha del origen y
la k hacia arriba o hacia abajo, como se muestra en la figura 10.24.
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Graﬁque(xzﬁ ) +[J’16 ) = 1.
xz yz xz yz
Estaeslagréﬁcadeﬁ iz= 10? rE- 1 trasladada de modo que su

centro esté en (2, —3). Observe que a = 5 y b = 4. La grifica se muestra en la figura 10.25.
y

2 1)
11 —r

~4-3 /-1 | 123435 T8 X

{_3r _3, 1 B Q! "3} hi ﬁ: "3}

FIGURA 10.25
o = En muchas dreas es muy itil entender de manera clara las elipses. Los astrénomos
saben que los planetas giran alrededor del sol en érbitas elipticas. Los satélites de co-
FIGURA 10.26 municacion se mueven alrededor de la Tierra en orbitas elipticas (vea la figura 10.26).

Las elipses se utilizan en medicina para deshacer piedras (cilculos) en los rifiones.
Cuando una seiial sale de un foco de una elipse, la sefial se refleja en el otro foco. En las
maquinas para deshacer cilculos renales, la persona se coloca de modo que el cilculo
que serd destruido quede en uno de los focos de una cdmara con forma eliptica llama-
da litotripter (vea la figura 10.27 y los ejercicios 57 y 58).

En ciertas construcciones con techos elipsoidales, una persona de pie en uno de los
focos puede murmurar algo y una persona parada en el otro foco puede oir claramen-
te lo que la primera persona murmure. Existen muchos otros usos de las elipses, como

FIGURA 10.27 las lamparas que concentran la luz en un punto especifico.

Las elipses no son funciones, Para graficarlas mediante una calculadora graficadora, despejamos y. Esto dar4 las dos ecua-
ciones que usamos para graficar la elipse.

En el gjemplo 1, graficamos & + e 1. Al despejar y, obtenemos
2.7
s
£ ¥i
36 ?4- 36 I—] 36
42 + 9y = 36
9y =36 — 4’
_6 -4
9
49 - 1)
- 9 ‘ \
y= :l:g 9—}.2 Pl Tt
3
2 2
Para graficar la elipse, hacemos Y, =§V9 - XyY, = —EVQ — x*y graficamos ambas ecua- J

ciones. Las grificas de ¥; y ¥, se ilustran en la figura 10.28. FIGURA 10.28
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¢ Cuil es 1a definicién de una elipse?

¢ Cual es la ecuacién de una elipse con su centro en el origen?

¢{Cual es la ecuacion de una elipse cuyo centro estden (#, k)7
32

a

B0 wpRp

Analice las gréficas de % + i—i =

cuandoa = b.

lecuandoa =b,a<by

elipse.

6. E.nlaformulaﬁ 4+ = Y

) = 1, ;qué representan a y b?

Grafique cada ecuacion.

x .vz = ¥
@IL? —=1 ET+:—]
xz i b I s
¥ +16y° =16 20, X2+ 2572 =125
23, 9 + 16)° = 144 24, 25x + 4y* =100
27, 2 +2° =8 28. ¥ + 36y =36
(x =47  (y+3)° _ (x =3 (y+2)° _
3L o -+ % =1 32 % + 9 =1
3B (x+3P2+9y+ 1) =81

L 4(x =22 + 9y + 2)

. Determine el drea de la elipse del gjercicio 11.

. Determine el drea de la elipse del gjercicio 15.

. (Cudntos puntos tiene la grifica de 162> + 25y* = 07 Ex-
plique.

BBE®

Explique por qué la circunferencia es un caso especial de la '

36 18(x—-1P+2(y+37%=72

3. 12(x +4)? +3(y-1)2 =48

MyMsthiss |

MyMatalab

Mathig

MaihEL”

7. Al graficar la elipse cuya ecuacién es 10x> + 36y = 180,
;cudl es el primer paso que debe hacer?
8. Al graficar la elipse cuya ecuacién es 9x” + 25y = 225, ;cual
es el primer paso que debe hacer?
. N . — .
9. ;Laecuacién 36 49 1 es de una elipse? Explique.
10. ;Laecuacion — + 3 = 1 es de una elipse? Explique.
£ P 2,7
13, T + E =1 14, 5 =]
> 2y L yz
By v =1 18, 2+ 2 =1
® 25 . 81 49
21, 49¢ + 32 = 49 22, 9 4 25)% = 225
25, 25¢% + 100y* = 400 26. 100x* + 25y% = 400
2 (y-2F (I—Uz ¥
o
2, 1 T 1 30. i 1
(x+1p (r-2) (I i 3}2 (y-4
+ =134 e =1
9 4 16 25

3. (x=5P+4(y+4)7 =4

40. 16(x — 2 + 4(y +3)>= 16

=+ i—j = 1, Cuando el
valor de b se hace cada vez mds cercanu al valor de a, jqué le
sucede a laforma de la grafica? ;Cudl es la forma de la grafi-
cacuando a = b7

44. Considere la grifica de la acuacu}rl

En los gjercicios del 45 al 48, determine la ecuacidn de la elipse que tiene los cuatro puntos dados como extremos de los ejes mayor y menor.

(3,0),(=3,0), (0, 4),(0, -4)
@41, (2,0),(-20),(0,3),(0,-3)

. 49, ;Cudntos puntos de interseccion tendrdn las grificas de las

2

s - x_ T .
ecuaciones x* + y* =49y e + 35 = 17 Explique.

46. (6,0),(-60), (0, 5), (0, -5)

48, (1, UJ, (_]—. ﬂ), (ﬂ, ?}1 (ﬂ! _?)

50. ;Cudntos puntos de interseccidn tendrdn las grificas de las

En los ejercicios 51 y 52, escriba la ecuacidn siguiente en forma general. Determine el centro de la elipse.

5L 2 +47 +6x+ 16y —11 =0

_22 +32
ecuacioncsy=2(x—2)2—3y(x4 ) Ug ) =17
Explique.
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() 53. Galeria de arte Una galeria de arte tiene un saldn eliptico,

La distancia méxima de un foco a la pared es 90.2 pies y la
distancia minima es 20.7 pies. Determine la distancia entre
los focos.

54, Satélite de comunicaciones Un transbordador espacial

transportd un satélite de comunicaciones al espacio, Este re-
corre una orbita eliptica alrededor de la Tierra. La distancia
mixima del satélite a la Tierra es 23,200 millas y la distan-
cia minima es 22,800 millas, La Tierra estd en un foco de la
clipse. Determine la distancia de la Tierra al otro foco.

55. Timel a través de una montaiia El tinel de la foto tiene una
béveda en forma semieliptica. El tdnel tiene 20 pies de anche *

¥ 24 de alto.

a) 5i describe una elipse completa con el centro de la elipse
como el centro del camino, determine la ecuacion de la
elipse.

b) Determine el drea de la elipse que determind en la parte a). 2,

L]

c)

Determine el drea de la abertura del tinel,

56. Mesade billar Una mesa eliptica de billar tiene § pies de lar-

go y 5 de ancho. Determine la ubicacién de los focos. En tal
mesa, si una bola se coloca en cada foco y una de ellas se gol-
pea con la fuerza suficiente, golpeard a la otra, sin importar
dénde rebote en la mesa.

]
® . @
$ = 3 pies
% e
S
dpies |

. Msquina litotripter Suponga que la maquina litotripter des-

aita en la pdgina 672 tiene 6 pies de largo y 4 de ancho,
Describa la ubicacién de los focos.

Litotripter En la pigina 672 dimos una breve introduccion
del litotripter, que utiliza ondas de ultrasonido para deshacer
cilculos renales. Investipue y escriba un reporte detallado
que describa el procedimiento que se utiliza para deshacer
los cilculos renales. Asegirese de explicar como se dirigen
las ondas a la piedra.

, Galeria de los murmullos El Salén Nacional de las Estatuas

en el edificio del Capitolio en Washington, D.C., es una “ga-
leria de murmulles™. Investigue y explique por qué una per-
sona parada en cierto punto puede murmurar algo y alguien
de pie, alejado una distancia considerable, puede escuchar
ese murmullo.

60, Compruebe su respuesta al ejercicio 11 con su graficadora,
‘.-f-:-, 61. Compruebe su respuesta al ejercicio 17 con su graficadora,

Determine la ecuacion de la elipse gue tiene los cuatro puntos siguientes como extremos de los ejes mayor y menor.
62 (-7,3),(5,3),(-1,5),(-1,1)

63, (-3,2),(11,2), (4,5), (4, -1)

Resuelvan el problema 64 de forma individua! y luego comparen sus respuestas.
64, Timel La fotografia muestra un tinel eliptico (la parte infe-

rior de la elipse no se muestra) que se encuentra cerca del
centro Rockefeller en la ciudad de Nueva York. El ancho
maximo del timel es de 18 pies y la altura mixima desde el pi-

a) Sise completara la efipse tendria una altura mixima de 15
pies, ; a qué altura del piso estd el centro del tinel eliptico?

b) Considere la grifica siguiente, que puede utilizarse para
representar al tinel.

¥y
24

; '.IEJ'—E-

i 1 Il i Il Il |

| L . s L T

=12-10-8 -6 —4 —;2 2 4
-4

Si la elipse se continuara, ;jcudl seria la otra interseccidn
con ¢l eje y de la grifica?

¢) Escriba la ecuacion de la elipse, si se completa, de la par-
te b).



65. Despeje ! de la formula § = g(f +1).

22 4+ 2x -7

6. Divida p—

75]  67. Resuelva V36 —2 =10 — b.

respondid de forma incorrecta.
Grafique cada ecuacién.
Ly=(x—-2P-1

2. y=—(x+17+3
Lx=—(y-4P+1

4d x=2(y+3)2-2

5. y=x+6x + 10

Determine la distancia entre cada par de puntos. Donde sea
apropiado, redondee su respuesta al centésimo mds cercano.

6. (-7,4)y (-2 -8)
7. (5 -3)y(29)

Seccién 10.3 La hipérbola 675

3x

68. Resuelva +45 = 0, y proporcione la solucién en

notacion de intervalos,

69. Determine logg 321

FPara determinar su comprension del material que se ha abordado hasta este momento, resuelva este pequefio examen. Las respuestas,
v laseccidén en la cual se traté el material por primera vez, se proporcionan al final del libro. Repase el material de las preguntas que

Determine el punto medio del segmento de recta entre cada par

de puntos.

Grafique cada ecuacion.

1L P +(y—-1F =16

12, y = V36 — ¥

13 2 +y-2Zx+d4y—4=0

14. ;Cuil es la definicién de circunferencia?

Grafique cada ecuacion.

8. (9, -1)y(-11,6)

> (37)(03)

10, Escriba la ecuacién de la circunferencia con centroen (—3, 2)
y un radio de 5 unidades.

2 )
15, '4— + E =
2y
16 51+ "
(x =17 (y+2)?
17. w1 -1
18. 36(x + 3¢ + (y — 4> =36.
19. Determine el drea de la elipse del jercicio 15.
20. Determine la ecuacion de la elipse que tienen los cuatro

puntos (8§, 0), (=8, 0), (0, 5) y (0, —5) como los extremos de
los ejes mayor y menor.

Una hipérbola es el conjunto de puntos en un plano tales que la diferencia de sus dis-
tancias a dos punios fijos (lamados focos) es una constante. En la figura 10.29a se ilustra
una hipérbola. En la figura, para cada punto en la hipérbola, la diferencia M — N,es la
misma constante. Una hipérbola puede parecer como un par de paribolas. Sin embar-
g0, las formas son totalmente diferentes. Una hipérbola tiene dos vértices. El punto ala
mitad de la distancia entre los dos vértices es el centro de la hipérbola. La recta que
pasa por los vértices se llama eje transversal. En 1a fignra 10.29b el eje transversal esta
alo largo del eje x, y en la figura 10.29c¢ el eje transversal est4 a lo largo del eje y.

¥ ¥ ¥
Centro
M _-# Foo = o
| S/ Vértices
Foco Foco X d x . | Centro X
Eje :
transversal / .
Vértices ',
~— Fje transversal

FIGURA 10.29 (a)

(0 (c)
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FIGURA 10.30

Las lineas discontinuas en la figura 10.30 se llaman asintotas. Las asintotas no son
parte de la hipérbola, pero sirven para graficarla. M4s adelante analizaremos las asin-
totas. La figura 10.30 también tiene la forma general de la ecuacién de cada hipérbola.
En la figura 10.30a, cada vértice estd a a unidades del origen. En la figura 10.30b, cada
vértice estd a b unidades del origen. Observe que en la forma general de la ecuacion, el
denominador de x” siempre es a’y el denominador de y* siempre es b%

Hipérbola Hipérbola
con eje transvensal con eje transversal
alo largo del eje x alolargo del eje
_"l yl
- o -, -
- }b |
a a f 21
o I P
* x K X
.. i
2
b A

{a) (b)

Una hipérbola con centro en el origen y cuyo eje transversal es uno de los gjes
coordenados tiene intersecciones con el eje x (figura 10.30a) o intersecciones con el eje y
(fignra 10.30b), pero no ambas, Cuando una hipérbola estd centrada en el origen, las
intersecciones son los vértices de la hipérbola. Cuando se escribe en la forma general,
las intersecciones estardn en el eje indicado por la variable con el coeficiente positivo.
Las intersecciones serdn las raices cuadradas positiva y negativa del denominador del
término positivo.

LETR XS
16
a
X
..—_.-_—1
49

Las asintotas pueden servir para graficar las hipérbolas. Las asintotas son dos rec-
tas que pasan por el centro de la hipérbola (vea la figura 10.30). Cuando los valores de
Xy ¥y crecen, la grifica de la hipérbola se aproxima a las asintotas. Las ecuaciones de las
asintotas de una hipérbola cuyo centro es el origen son

y==x ¥ y==—g

b b

a

Podemos trazar las asintotas rdpidamente localizando los cuatro puntos (a, b),

(—a, b),(a, —b) y (—a, —b), y luego unir estos puntos con rectas discontinuas para for-

mar un rectdngulo. Después trazamos las diagonales del rectingulo para obtener las
grificas de las asintotas.
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. _—
P o e

a) Determine ecuaciones de las asintotas de la hipérbola cuya ecuacién es
2 T
9 16

b) Trace la hipérbola utilizando las asintotas,

a) El valor de a” es 9; la raiz cuadrada positiva de 9 es 3. El valor de b es 16; la raiz
cuadrada positiva de 16 es 4. Las asintotas son

:Ex =_£I
F=ax X ¥ ”

_4 sy 2D
y_s'r Y ¥= 3"‘:

b) Para graficar la hipérbola, primero trazamos las asintotas. Para graficar las asinto-
tas podemos trazar los puntos (3,4), (-3 ,4),(3, —4) y (=3, —4) y dibujamos el rec-
tangulo como se ilustra en la figura 10.31. Las asintotas son las diagonales del
rectdngulo que aparecen con lineas discontinuas.

Como el término en x de la ecuacidn original es positivo, la grifica interseca
el eje x. Como el denominador del término positivo es 9, los vértices estdn en
(3,0) y (—3,0). Ahora trazamos la hipérbola, aproximandola a sus asintotas (figu-
ra 10.32). Observe que las asintotas estin dibujadas con lineas discontinuas ya que
no son parte de la hipérbola, sélo se utilizan como ayuda para el trazo de la grifica.

¥ ¥
* * il
6
X 4
(=34 BTt {
t | 3
T -: 2_
; U 1
T S O i R S S 0 o ) S O i
-$-3-4 |-2-1, 6 x -$-5-4 [-2-1, T 12 | 456 | &
L L] e
o3t b3
(+3,-4), o 3,4 4L
4 —54 -5
¥ i A E ¥ ™ Y
e
FIGURA 10.31 i
FIGURA 10.32



678

Capitulo 10 Secciones cénicas

a) Muestre que la ecuacién —25x” + 4y* = 100 es una hipérbola, expresando la ecua-
ci6n en forma candnica.

b) Determine las ecuaciones de las asintotas de la grafica.
¢) Trace la grafica.

i} Dividimos ambos lados de la ecuacién entre 100 para obtener 1 del lado derecho
de la ecuacion.
—25x + 4y’ 100

100 100
ﬂz + ﬁ —_ 1
100 100
—x
I rg ot
Reescribimos la ecuacién en forma general (primero el término positivo) y obte-
nemos ) \
L A
25 4
b) Como a =2 y b = 5,1as ecuaciones de las asintotas son

5 .8
y_z y ¥y= z‘x

¢) La gréfica interseca el eje y en (0, 5) y (0, —5). La figura 10.33a, ilustra las asintotas
y la figura 10.33b ilustra la hipérbola.

¥ ¥
§ 4 \ /
8 L 8t
7+ 7+
\ & y L
(=23 15—+ &:5) s BN
vodr b dr
ki 3t |
a | 5 & |
) | |
-6-35-4-3 -1 i1 [ 3435 & -6-35-4-3 -1/ 1 | 3 4356 ¥
T | & B |
ol | 12 1 ., |
7 U eyl 1
o Lo 4 [—2% + 3% =100
) | W | [&]
T P o 3
(=2, —5) 14 2,5 ) S A L_ﬁ=|
) WARSAEIE
—Tde —Fd
Lat | i3 . B ]
¥ T T3 ¥ 5

FIGURA 10.33

(a)

(b)

T
¥ AN

Sp—— I icio 29
Ofa resueiva i 10 L2

Hemos analizado hipérbolas con centro en el origen; las hipérbolas no tienen por
qué tener necesariamente su centro en el origen. En este texto no analizaremos tales

hipérbolas,

Podemos graficar hipérbolas igual que lo hicimos para circunferencias y elipses. Para hacerlo en una calculadora graficado-
ra, despejamos y y graficamos cada parte. Considere ¢l gjemplo 1,

©

=1
9 16
; : ; 4.
Muestre que si despeja y obtiene y = ig Vx? = 9. Hacemos Y,
10.34b, 10.34¢ y 10.34d, en la pdgina siguiente, muestran las grificas de Y, y ¥, para diferentes ajustes de la ventana. Los ajustes

de la ventana se indican arriba de cada grifica.

g«f;zTﬁy ¥, = —%Vf — 9. Las figuras 10.34a,

(continiia en la pdgina siguiente)
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Ajuste la ventana con los
valores que se muestran abajo
Ajuste Ajuste ZSquared, Ajuste ZDecimal, {denominados “ajustes de
estindar ZOOM: opcitn 5 ZOOM: opcitn 4 ventana amigable™)

N/ \/H\ ARNVa
EANIVINNARVIVIN

—10,10,1, —10,10,1 =-152,=1521,-10,10,1 —-47,47,1,-3.1,3.1,1 —14.1,141,1,-93,93,1
FIGURA 10.34 {a) (b) {c) {d)

En la parte (d), el “ajuste de ventana amigable”, la razén de la longitud del eje x (28.2 unidades) a la longitud del eje y (18.6
unidades) es de alrededor de 1.516, que es la misma razén de la longitud al ancho de la ventana de visualizacidn de la calculado-
ra TI—84 Plus,

La tabla siguiente muestra un resumen de las secciones conicas.

Paribola Circunferencia Elipse Hipérbola
y=alx— A +k 5 5
— E+yp=p i-+-l’:l=1 me—!f:i=1
o y=ax +bx+c¢ P F b
a>=>0 }'1 ¥ ¥
¥ b[ "% .-I‘
> , | ’ v
: ‘_—_E a x | :'
“hkj —t— T . X
s - e _ :
- = 1
a<0
¥
(x = hY (v - kP Y 2
AR Nt = 2 = A
(.ﬁ,k} l:).’ fl] + {}" Jrf] r 02 + bz 1 bz az 1
A y ¥ y
b bl i
k = (@ k)tb ) ’
T | " Tl A . o °3
s ﬂ(}" W k}? +h (h,k{ e __E__;__'_ a :
o x=ay+byte Fa X h-a K h+a¥ A T M
- o,
ﬂ:"ﬂ & ¢ ",
Y .
(h,k)
Asintotas
b
x y = ;x yy= —;x
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EJE - Indique si cada ecuacion representa una paribola, una circunferen-
cia, una elipse 0 una hipérbola.

a) 6x° = -6y + 48 b) x — =9y +3 c)2:2 =8y + 72

a) Esta ecuacién tiene un término cuadratico de x y un término cuadratico de y; colo-
que todos los términos cuadraticos del lado izquierdo de la ecuacion.

6x> = —6y* + 48
6x* + 6y = 48

Como los coeficientes de los dos términos cuadriticos tienen el mismo nidmero, di-
vidimos ambos lados entre este niimero. Divida ambos lados entre 6.

6x* + 6)° 48
6 6
2+yl=8

Esta ecuacién es de la forma x* + y* = * donde +* = 8.
La ecuacién 6x” = —6y” + 48 representa una circunferencia.

b) Esta ecuacidn tiene un término cuadritico de y, pero no de x. Despejamos x en la
ecuacion,
X - yz =9y +3
x= yz +9 +3
Esta ecuacion es de la forma x = ay> + by + c,enlaquea =1,b =9yc =3,
La ecuaci6n x — y* = 9y + 3representa una pardbola que abre hacia la derecha.
c) Esta ecuacion tiene términos cuadréticos de x y de y. Coloque todos los términos
cuadriticos del lado izquierdo de la ecuacion,
=8y + 72
22 -8 =72
Como los coeficientes de los términos cuadriticos son ndmeros diferentes,
necesitamos dividir la ecuacion entre la constante del lado derecho, Divida ambos

lados entre 72.
27 -8y T2
7 7"
2w
7 n
2 2
2_¥Y_,
36 9
. 2 _y_ 2 B
Estae»::uamonesdelaforma—z—?—lenlaquea =36 (oa=6yb =9
a
(ob =3)

La ecuacién 2x?> = 8y* + 72 representa una hipérbola.

Abnara recuelva al eiercicio 5%
F ANOra resueiva el ejercicio 25

L ;Cudl es la definicién de una hipérbola?
2. ;Oué son las asintotas? ;Cdémo determina las ecuaciones de
las asintotas de una hipérbola?

3. Analice la grifica de x_j - izj = 1 para nimeros reales dife-
a

rentes de cero a y b. Incluya los ejes transversales, vértices y
asintotas,



4. Analice la gréfica dc o aﬁ

2

5

rentes de cero a y b. Incluya los ejes transversales, vértices y
asintotas,

B
5. ;Es la ecuacién — 31 + i = 1 de una hipérbola? Explique.
T i }'?
6. (Es la ecuacion — T = 1 de una hipérbola? Explique.

1 para nimeros reales dife-
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7. ;Es laecuacion 4x* — 25y* = 100 de una hipérbola? Explique.
8. (Es la ecuacién 36x* — 9y* = —324 de una hipérbola? Ex-

plique.
9. ;Cuil es el primer paso al graficar la hipérbola cuya ecua-
cion es x> — 9y = 817 Explique.

10. ;Cuél es el primer paso al graficar la hipérbola cuya ecua-

cidn es 4x* — y* = —64? Explique.

a) Para cada ecuacidn, determine las ecuaciones de las asintotas. b) Grafique la ecuacion.

1.

15,

23,

£ Y _; ¥ _E g
9 4 4 9

@

)‘—Z—g 1 14.%—§=1
.£—£=] “‘iﬁe_gﬂl
25.5—£=1 zaf—ﬁ—;—;ﬂ

En los ejercicios 27 a 36, a) escriba cada ecuacién en la forma general y determine las ecuaciones de las asintotas. b) Dibuje la grifica.

27,

631
GE

3s.

X — 25y =125
4y* — 16X = 64
92 —x2 =9
25:% — 9y = 225
47 — 362 = 144

28, 25y — ¥ =25

30. 16x7 — 4" = 64
2 x2-9 =9

34 9y — 25x =225
36. 64y — 2527 = 1600

En los ejercicios 37 a 60, indigue si la ecuacién representa una pardbola, una circunferencia, una elipse o una hipérbola. Vea e! ejemplo 3.

3.

40, x = 5y* + 15y + 1

1022 + 10y* = 40

S4L 42 - 42 =29

B 152 - 57 =75

39, 2 + 16y = 64

42 1122 + 11y = 99

43 2y =122 - 8x + 16 M 4 —6xt=172 45, 6x2 + 9y = 54
46, 9.2x% 4+ 9.2)" = 46 47, 3x = -2 +9y - 15 48, 12x2 — 3)® = 48
O®. 6x* + 6y = 36 50. 97 = —9y* + 9 5L 14y = T + 35
52, 9x* = —18y* + 36 Lx+y=2+6 §4 2 = =2y 4+ 32
55. 12x2 =4 + 48 56, —8x = -9y — 72 5. y—x+4 =14
58, 172 = -2y + 34 ;M -3 -3 =-27 o, x —y* =15

() 61.

Determine una ecuacion de la hipérbola cuyos vértices son

1 1

(0,2) y (0, —2) y cuyas asintotas son y = XYy =-—3x

Determine una ecuacién de una hipérbola cuyos vértices son

3 3
{0, 6) ¥ (0, —6) y cuyas asintotas son y =-xy y = —-x.

2 2

63. Determine una ecuacién de la hipérbola cuyos vértices son
(—3,0) y (3, 0) y cuyas asintotas son y = 2x y y = —2x.
64. Determine una ecuacion de una hipérbola cuyos vértices son

4 4
(7,0) y (=7, 0) y cuyas asintotas son y = 51 yy= _?I'
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tinica posible? Explique.

" 65. Determine una ecuacién de una hipérbola cuyo eje transver- 70, Considerando la gréfica de P e 1, determine el domi-
sal estd alo largo del eje x y cuyas ecuaciones de las asintotas nio y el rango de la relacién,
5 ;
son y = —x y ¥y = ——x La solucidn que encontrd, jes la _
3 3 Sise grafica laecuaciénﬁ = ﬁ = 1,dondea > b,y luego se

2 2
a b
intercambian los valores de a y b, y se grafica la ecuacitn que

Gictptitieta mENR deuna hlperbc.nla - o traJnsver— se obtiene, jcomo son las grificas? Compdrelas y explique su
salestd a lo largo del eje v y cuyas ecuaciones de las asintotas

2 respuesta.
sony=zxyy=-3x La solucién que encontrd, jes la | 2

tinica posible? Explique.

plique.

plique.

Las hipérbolas de la forma

hﬁﬁﬁﬂﬂud&hbmm;

Z

5

i

72 Sise grafica la ecuacion % - £ = 1, donde a = b, luego se

cambian los signos de los términos del lado izquierdo y se

= 1, ;son funciones? Ex- grafica la nueva ecuacién, jcémo son las gréficas? Compire-
las y explique su respuesta,

x ; ;
o 1, ;son funciones? Ex- ‘»ﬁ;. 73. Con su calculadora graficadora compruebe su respuesta al

gjercicio 15.

69, Con base en la grifica de IE — — = 1, determine el dominio “}\ 74, Con su calculadora graficadora compruebe su respuesta al
y rango de la relacion. ejercicio 21.
75. Escriba la ecuacién, en la forma pendiente intercep- =51 78 Sume 3x " 2x + 4
cién, de la recta que pasa por los puntos (—6, 4) ¥ 2x -3 2 +x-—-6
(=35,
1
3 76. Sea f(x) = 322 — x + Sy g(x) = 6 — 4x2. Determine 121 79, Despeje v de la formula £ = Em»uﬁ.
(f +g)(x). o
1. Resuelva el sistema de ecuaciones, 80. Resuelva la ecuacién log(x + 4) =log 5 — log x.
—dx+ 9y =7
S5x + 6y = -3
En el capitulo 4 estudiamos sistemas de ecuaciones lineales. Aqui analizamos sistemas
de ecuaciones no lineales, Un sistema de ecuaciones no lineales es un sistema de ecua-
ciones en el que al menos una ecuacion no es lineal (esto es, una cuya grafica no es una
linea recta).
La solucidn a un sistema de ecuaciones es el punto o puntos que satisfacen todas
las ecuaciones del sistema. Considere el sistema de ecuaciones
¥ 2+yP=25
(=4,3) 1 P+yr=05 3x +4y =0
1 4 % a " "
V\\_'.K 3 En la figura 10.35, ambas ecuaciones se grafican en los mismos ejes. Observe que las
N2 grificas parece que se intersecan en los puntos (—4, 3) y (4, —3). La comprobacién
U

FIGURA 10.35

"l.l{ﬂq '_3}
\\\
Jx+4dp =10

muestra que estos puntos satisfacen ambas ecuaciones del sistema vy por lo tanto son
soluciones para el sistema,

P+ =125 3x+4y=0

(-4 + 3 £ 25 3(-4) +4(3) £0
16 +9 £ 25 -12+1240
25 =25 Ver 0=0
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3 424 (3R =25 34)+4(-3)=0
16 + 9 £ 25 12-122%0
25 =95 Verdaders 0=0

El procedimiento grafico para resolver un sistema de ecuaciones puede ser impreciso
ya que tenemos que estimar el punto o puntos de interseccion. Una solucién exacta se
puede obtener de forma algebraica.

Para resolver un sistema de ecuaciones de forma algebraica, con frecuencia despe-
jamos una variable de una o varias de las ecuaciones y luego utilizamos la sustitucion,
Este procedimiento se ilustra en los ejemplos 1y 2.

EJEMIFLU Resuelva el sistema de ecuaciones anterior de forma algebraica
usando el método de sustitucion.

2+ ¥ =25
3x+4y =0
; Primero despejamos x o y de la ecuacién lineal 3x + 4y = 0. Lo haremos
para y,
3x+4y=0
4y = —3x

o 3x - .
Ahora sustituimos — ~ poryen la ecuacion x? + y? = 25 y resolvemos la ecuacién

para x.
2+y2=25
v
f+(!)=ﬁ
9y’
I2+E—25
9y?
2 r——— —
16(.:: + 16) 16(25)
16x% + 9x% = 400
252 = 400
400
2:—:
X 25 16
x=+V16= +4

A continuacién, sustituyendo cada valor de x (uno a la vez) en la ecuacién en que esté
despejada y, determinamos los valores correspondientes para y.

¥ = i

= -3 =73

Las soluciones son (4, —3) y (—4, 3). Esto coincide con las soluciones que obtuvimos de
forma grafica en la figura 10.35.

.

* ANOra resueiva el ejercicio v
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Nuestro objetivo al usar la sustitucién es obtener una sola ecuacién con una sola
variable.

En esta seccién utilizaremos el método de sustitucién y el método de eliminacién (o de su-
ma) para resolver sistemas de ecuaciones no lineales. Ambos métodos se introdujeron en el
capitulo 4 para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Si no recuerda comeo utilizarlos, es
buen momento para repasar el capitulo 4.

En los ejemplos 1 y 2 resolvemos sistemas mediante el método de sustitucién, mientras
que en los ejemplos 3 y 4, resolyemos los sistemas mediante el método de eliminacién,

Si el método de eliminacién no lleva a una ecuacién que pueda resolverse con facili-
dad, puede elegir ¢l método de sustitucion, como es el caso con los sistemas de los ejem-

plos1y2.
EJEMP Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones mediante el método de
sustitucion,
y = ¥ -3
2+yP=9

- Como ambas ecuaciones tienen a x?, despejamos x? de una de las ecuacio-
nes. Elegimos hacerlo de y = x* — 3,

y=x2—3

Ahora sustituimos y + 3 por x” en la ecuacion +* + y* = 9.

+yv=9
+y2=9
Y+y+3=9
Y+y—-6=0

(y+3)y—-2)=0
y+3=0 o y—2=0

y=-3 y=2
Ahora determinamos los valores correspondientes para x sustituyendo los valores que
Y y=p-3 se encontraron para y.
L] i r FaE—
i Bl i ¥ . i £
\CITLy y=2 -3 y= -3
(V52" -i,({ﬁ.zy = e 3 )= -3
s g= -
\ ‘{é'/*'_ ' 0=ux +V5i=1x
©-3)] 2+ =9 Este sistema tiene tres soluciones (0, —3), (V5,2) y (- V5, 2).
-5
Observe que la grifica de la ecuacién y = x> — 3 es una pardbola y la grifica de
FIGURA 10.36 la ecuacién x? + y? = 9 es una circunferencia. Ambas gréficas se ilustran en la figu-
ra 10.36.

b Ahnra reciialy st 1€

fiora resueiva el ejercicio 19

En ocasiones los estudiantes resuelven para una variable y suponen que tienen la solucién.
Recuerde que la solucidn, si existe, para un sistema con dos variables, consiste en una o mis
parejas ordenadas,



¥4 o2 ¥ =—6
\-\ w| I./f
i 1 B
(—L2V3) et (1,2V3)
24
1 2+ y2=9
A ENEETREDE

(-1, —2V‘EV'~
~4

»‘-ﬁ —2V2)

/ st

FIGURA 10.37

N
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Con frecuencia podemos resolver sistemas de ecuaciones con mayor facilidad median-
te el método de eliminacién que se analizd en la seccion 4.1. Al igual que en el método
de sustitucion, nuestro objetivo es obtener una sola ecuacién con una sola variable,

Resuelva el sistema de ecuaciones mediante el método de eliminacidn.
2+yl=9
27 -y = -6

Si sumamos las dos ecuaciones, obtendremos una ecuacion que solo tiene
una variable

P +yr= 9
222 — )2 = —6
3x’ = 3
0= 1
x=+1

Ahora resolvemos para y sustituyendo x = *1 en cualquiera de las ecuaciones originales,

©+y=9

2+y'=9
P+ =9 (1P +y'=9
1+ =9 1+y2=9
V=8 V=38
y=+V8 y=+V8
= 423 = +2v/2

Existen cuatro soluciones para este sistema de ecuaciones:
(1,2v2), (1, —2v2), (—1,2V2) y (-1, —2V2)

En la figura 10.37 se muestran las grificas de las ecuaciones del sistema. Observe
los cuatro puntos de interseccién de las dos graficas.

Abmsrs P 5 s =l ssEmrricin YE
ANQra resueiva i gjercicio Lo

Es posible que un sistema de ecuaciones no tenga solucion real (por lo tanto, las
grificas no se intersecan). Tal caso se ilustra en el ejemplo 4.

Resuelva el sistema de ecuaciones mediante el método de eliminacién.

2+4y=16
Z+y =1
Multiplique la ‘) por —1 y sume la ecuacién resultante a la (-
2 +4yr=16
_xz I yZ = -1
3y =15
y=5

y = +V5
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_lxz+4y2=ll5

e b4
—5-d4-3-2-M1 A 2 3.4 5

FIGURA 10.38

x2+y2=

FIGURA 10.39

Ahora resuelva x.

2+ =1 2+y=1
2+ (ViyY =1 P+ (-V3)P=1
¥+5=1 2+5=1
P =-4 =4
x=+V-4 x=+V-4
x = £2i x =2

Como x es un nimero imaginario para ambos valores de y, este sistema de ecuaciones
no tiene solucion real. Al resolver sistemas de ecuaciones no lineales lo que nos intere-
sa es encontrar todas las soluciones que son niimeros reales,

En la figura 10.38 se muesiran las grificas de las ecuaciones. Observe que las dos
graficas no se intersecan; por lo tanto, no existe solucion real. Esto coincide con la res-
puesta que obtuvimos de forma algebraica.

F ANOFa resueiva el ;.;-‘.‘.-"_ Clo >/

Ahora estudiaremos algunas aplicaciones de sistemas no lineales.

Jardin floral Fred y Judy Vespucci quieren construir un jardin flo-
ral rectangular atris de su casa. Fredoompro suficiente mantillo para eubrir 150 metros
cuadrados de terreno. Judy compré 50 metros de cerca para el perimetro del jardin.
(Como deben construir el jardin para utilizar todo el mantillo y toda la cerca que com-
praron?

e Entienda e Empezamos haciendo un bosquejo
(vea la figura 10.39).

Sea x = longitud del jardin,
y = ancho del jardin.

Como A = xyy Fred compré mantillo para cubrir 150 metros cuadrados, tenemos
xy = 150

Como P = 2x + 2y ¥ Judy compré 50 metros de cerca para el perimetro del jardin, te-
nemaos

2x + 2y = 50
El sistema de ecuaciones es

xy = 150

2x + 2y = 50

| cul Resolveremos el sistema mediante sustitucidén. La ecuacidn
2x + 2y = 50 es lineal, de la cual despejaremos y. (Podriamos también despejar x).
2x + 2y = 50
2y =50- 2x

_S0—2y 50 2x
T2 2 2




(cuando el ingreso es mayor que el costo)

Costo e ingreso (délares)

Region de utilidad

Costo:
OO C = 50x + 400
2000
8000-t 7
000
G000 /

5000 /.Ingresa:
4000 /.*. R=100x — 035

Niimero de
cicletas

FIGURA 10.40
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Ahora sustituimos 25 — x por y en la ecuacién xy = 150.

xv =150
x(25 — x) = 150
25x — x2 =150

0= — 25x + 150
0=(x—10)(x — 15)
x—10=0 0 x—=15=0

x =10 x=15

Six = 10,entonces y = 25 — 10 = 15.Y,si x = 15,entonces y = 25 — 15 = 10.
Asi, que en cualquier caso, las dimensiones del jardin floral son de 10 por 15 metros.

nora resuelva el ejercicio 45

Bicicletas Una compaiiia que produce y vende bicicletas tiene una
ecuacion de costo semanal C = 50x + 400, 0 = x = 160, y una ecuacién de ingreso se-
manal R = 100x — 0.3x% 0 = x = 160, donde x es el nimero de bicicletas producidas y
vendidas cada semana. Determine el nimero de bicicletas que debe producir y vender
para estar en el punto de equilibrio.

nda . Una compafiia estd en el punto de
equnllbno cuando sus mstos y sus mgresos son iguales. Cuando el costo es mayor que
los ingresos, la compaiiia tiene pérdidas. Cuando el ingreso excede a los costos, la com-
paiiia tiene una ganancia.

El sistema de ecuaciones es
C = 50x + 400
R = 100x — 0347
Para que la compaiiia esté en el punto de equilibrio, sus costos deben ser iguales a sus
ingresos, Por lo tanto, escribimos
C=R
50x + 400 = 100x — 0.3x

Al eseribir esta ecuacion cuadratica en la forma general, obtenemos
03x* —50x +400=0, 0=x= 160

Resolveremos esta ecuacion mediante la formula cuadraitica,

a=03, b=-50, ¢=400
_ =b+ VP - dac
- 2a
_ =(=50) & V(-50) - 4(03)(400)
2(05)
_ 50 + V2020
0.6
i 22 +6E—”ﬂ~1582 o x= 50—_-66'@%8.4

2 El costo serd igual a los ingresos y la compaiiia estard en el punto de equi-
librio cuando se vendan aproximadamente 8 bicicletas. El costo también serd igual a
los ingresos cuando se vendan aproximadamente 158 bicicletas. La compaiia tendra
ganancias cuando se vendan entre 9 y 158 bicicletas. Cuando se vendan menos de 9y
mis de 158 bicicletas la compaiiia tendr4 pérdidas (vea la figura 10.40).

1 = P g
nora resueiva el jercicio ao
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Para resolver sistemas de ecuaciones no lineales de forma grifica, grafique las ecuaciones y determine las intersecciones de
las graficas Considere el sistema del ejemplo 1, x* + y? =25 y 3x + 4y = (1 Para graficar x* + y = 25, utilizamos ¥, = V25 — ¢
Y= -V25 -2 3 4

Si resolvemos 3x + 4y = 0 para y obtenemos y = —‘—lxﬂsi que usamos ¥y = — 3 Por lo tanto, para resol-
ver este sistema determinamos las intersecciones de

Y1= st_xz
YE=_EI

En la figura 10.41a, el sistema se graficd con la caracteristica ZOOM:5 (ZSquared)”. En la figura 10.41b, graficamos estas
ecuaciones utilizando los “nimeros adecuados” que se muestran debajo de la figura, Por medio de la calculadora con la caracte-
ristica TRACE o ZOOM, o la caracteristica INTERSECT, determinard que las soluciones son (4, —3) y (—4, 3).

SE | D
i RNEN

=-152,=152,1, -10,10,1 -94,94,1,-62,62,1
(a) (b)
FIGURA 10.41

*Para obtener esta grifica, inicie con la ventana estindar y luego seleccione ZOOM:S,

Math'yy  myssathiss]

Mathil" FiyMathLsh

L ;Qué es un sistema de ecuaciones no lineales? " 4 ;Puede un sistema de ecuaciones no lineales tener exacta-
mente dos soluciones? Si es asi, proporcione un gjemplo. Ex-

2. Explique como pueden resolverse grificamente sistemas de plique.
ecuaciones no lineales, " & ¢Puede un sistema de ecuaciones no lineales tener exacta-
mente tres soluciones? Si es asi, proporcione un ejemplo. Ex-

3. ;Puede un sistema de ecuaciones no lineales tener exacta- plique.
mente una solucién? Si es asi, proporcione un gjemplo. Ex- " 6. ;Puede unsistema de ecuaciones no lineales carecer de solu-
plique. ciones reales? Si es asi, proporcione un ejemplo. Explique.

Mediante el método de sustitucion, determine todas las soluciones reales para cada sistema de ecuaciones.

7. x*+y =18 8. X +y' =18 £+y=9 10. ©* +)y* =4
x+y=0 X yp=1 x+2y=3 x—-2y=4
@ﬂ.y=x2—5 12, x+y=4 13 2 +y=6 14 y—-x=2
3x + 2y =10 Poy=4 ¥ e e

15. 22 + y* =16 16. x+3y* =4 17. 2 +y* =4 18. ¥ — 4y =36
Pm= 4 Fok e e A=
¥4y = 20. ¥ +y' =16 @21 2’ -y = -8 2. F+y=1
y=x-3 y=x—4 x—y=6 y—-x=3

FPor medio del método de eliminacién (suma), determine todas las soluciones reales para cada sistema de ecuaciones.
B3 P -y =4 24 P +y =36 5. ©+y=16 26, x*+)y2=125
2 +y =8 -y =3 = Sy=25 r=2=1
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27, 3 -y =4 28 P +2y =30
2 +42=10 FEy=n
3. 22—y =7 32 5xP-2y'=-13
¥+2=6 3x? + 4yt =139
@35 2+ =9 3. 3P+ 4y =135
16x* — 4y* = 64 2t + 5y =42

¥ P+aHr=4

1

40, x* +y* =81

10y* — 9x% = 90 257 + 4y* = 100

Sistemas de ecuaciones no lineales y sus aplicaciones

29,

13

Construya su propio sistema de ecuaciones no lineales cuya () 47.

solucion sea el conjunto vacio. Explique cémo sabe que el
sistema no tiene solucidn,

. 8i un sistema de ecuaciones consiste en una elipse y una hi-

pérbola, ;cudl es el nimero midximo de puntos de intersec-
cién? Haga un bosquejo para ilustrar esto.

Pista de baile Kris Hundley quiere construir una pista rec-
tangular de baile en su gimnasio. La pista tendrd un perimetro
de 84 metros y un drea de 440 metros cuadrados. Determine
las dimensiones de la pista de baile.

Region rectangular Ellen Dupree cerca un drea rectangular
a lo largo de la orilla de un rio, como se ilustra, 5i 20 pies de
cerca encierran un drea de 48 pies cuadrados, determine las
dimensiones del drea encerrada.

. Hortaliza James Cannon planea construir una hortaliza rec-

tangular atrds de su casa; tendrd un perimetro de 78 pies yun
area de 270 pies cuadrados. Determine las dimensiones de la
hortaliza,

. Region rectangular Un drea rectangular que estd a lo largo

de un rio, serd cercada, como se ilustré en el egjercicio 44, Si
20 pies de cerca encierran un drea de 50 pies cuadrados, de-
termine las dimensiones del drea encerrada.

48,

49,

50.
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4’ + 9 = 36 0 2+42=16
26 - 9 = 18 -9 + 2 =4
©+y =25 M P-2p@0=7
2% — 3y = =30 24y =3
r+y=4 B F+y=1
16x2 + 9y* = 144 9x2 — 4y2 = 36

Moneda Las monedas en circulacion de un pais incluyen un
billete que tiene un 4rea de 112 centimetros cuadrados con
una diagonal de V260 centimetros, Determine la longitud y
el ancho del billete.

[.l.. 5030
'

.- ‘l---!'

==l

Pista de patinaje Una pista rectangular de patinaje sobre

hielo tiene un drea de 3000 pies cuadrados. Si la diagonal de
la pista es de 85 pies, determine las dimensiones de la pista.

Plaza Rockefeller, Ciudad de Nueva York

Pieza de madera Frank Samuelson, un carpintero, tiene una
pieza rectangular de madera. Mide su diagonal y determina
que es de 34 pulgadas. Cuando corta la madera a lo largo de
la diagonal, ¢l perimetro de cada tridngulo que se forma es
de 80 pulgadas. Determine las dimensiones de la pieza origi-
nal de madera.

Velero Una vela de un velero tiene la forma de un tridngulo
rectingulo con perimetro de 36 metros y una hipotenusa de
15 metros. Determine la longitud de los catetos del tridngulo.



690 Capitulo 10 Secciones cénicas

51 Beisbol y futbol Paul Martin lanza hacia arriba un baldn de

fitbol, desde el piso. La altura del balén, con respecto al piso
en cualquierinstante, r,estd dada por la formula d = —167 + 64¢,
Al mismo tiempo que se lanza ¢l balén de fiitbol, Shannon
Ryan lanza una pelota de béisbol hacia arriba desde lo alto
de un edificio de 80 pies de altura. La altura con respecto
al piso en cualquier instante, 1, estd dada por la férmula
d = —16¢ + 16t + 80. Determine el instante en el que la pe-
lotay el balén estardn a la misma altura respecto al piso. (No
tome en cuenta la resistencia del aire).

Pelota de tenis y una bola de nieve Robert Snell deja caer
una pelota de tenis desde un helicéptero que vuela a una al-
tura de 950 pies. La altura de la pelota con respecto al piso en
cualquier instante estd dada por la férmula 4 = —16¢ — 10r
+ 950. En el instante en que se deja caer la pelota desde el
helicdptero, Ramon Sdnchez lanza una bola de nieve hacia
arriba desde lo alto de un edificio de 750 pies de altura. La

altura con respecto al piso de la bola de nieve en cualquier
instante, f, se determina mediante la férmula d = — 162 + 80¢
+ 750. ;En qué instante la pelota y la bola estin a la misma
altura? (No tome en cuenta la resistencia del aire).

Interés simple El interés simple se calcula mediante la férmu-
la de interés simple, interés = capital - tasa « tiempo, 0 { = prt.
Si Seana Hayden invierte cierto capital a una tasa especifica
de interés durante 1 afio, el interés que ella obtiene es $7.50.
Siaumenta el capital en $25 y la tasa de interés disminuye en
1%, el interés permanece igual. Determine el capital y la tasa
de interés,

Interés simple Si Claire Brooke invierte cierto capital a una
tasa especifica de interés durante 1 afio, el interés que obtie-
ne es $72. Si aumenta el capital en $120 y la tasa de interés
disminuye en 2%, el interés que recibe no cambia, Determi-
ne el capital y la tasa de interés. Utilice i = prr.

FPara las ecuaciones de costo y de ingreso dadas, determine el o los puntos de equilibrio,
C =10x + 300, R = 30x — 0.1¢ 56, C =06 +9 R=12x — 025
§7. C = 12.6x + 150, R = 42.8x — 0.3x° 58. C = 80x + 900, R = 120x — 0.2x’

Con su calculadora graficadora, resuelva los sistemas siguientes. Redondee sus respuestas al centésimo mds cercano,

DY -5y =12
P+ y=10

‘C)\ﬂ]. y=2-x+2
4 + =136

6l. Interseccion de caminos La interseccion de tres caminos for- 62, En la figura que se muestra, R representa el radio del circulo

ma un tridngulo rectingulo, como se muestra en la fipura.

IS
@ T Ny

Sila hipotenusa es de 26 yardas y el drea es de 120 yardas cua-
dradas, determine la longitud de los dos catetos del tridngulo.

63. Liste el orden que seguimos al evaluar una expresion,
64. Factorice (x + 1)* + 1.

65. Sabe que x varia inversamente con el cuadrado de P,
Si x = 10 cuando P es 6, determine x cuando P = 20,

interior mds grande y r representa el radio de los circulos in-
ternos mis pequefios. Si R = 2r y si el drea sombreada es de
122,57, determine ry R.

66. Simplifique

5
Vx+2-3
67. Despejeakde A = Ayt
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Seccién 10.1

Las cuatro secciones comicas son la pardbola, la circunferencia,

la elipse y la hipérbola, que se obtienen al realizar cortes en un i
cono.
=

i

Pardbola Circunferencia Elipse Hipérbola

Las cuatro formas diferentes para ecuaciones de paribolas se re-
sumen a continuacion,*

%
Paribola con vértice en (h, k) 3t adti3) 3
2
1

1. y = a(x — h)* + k,a > 0 (abre hacia arriba) ik

2. = dl:.'l‘.’ RE h)z + k,d = ﬂ(abre hacia Elbajo) _:_J'_I 12 3 % % __1'__1-_§_1| I & b
3. x=a(y — k)* + h,a > 0(abre hacia 1a derecha) Ll ) L

4. x = a(y - k)* + h,a < 0(abre hacia la izquierda) Al (=4 =131~

Formula de la distancia
La distancia, d, entre cualesquiera dos puntos (xy, ;) y (x2, ¥2) | Ladistanciaentre (—1,3) y (4,15) es
puede determinarse mediante la férmula de la distancia:

d=V(-x)l+(n-n)

d="V[4—- (-DP+(15-37 = V5 + 122 = VI& = 13

Férmula del punto medio

Dados cualesquiera dos puntos (xy, v;) y (x3,¥2), el punto que se | El punto medio del segmento de recta que une (7,6) y (—11,10) es
encuentra a la mitad de los puntos dados se puede determinar

7+ (-1 -
mediante la férmula del punto medio: punto medio = (—'(i'—). 6—_”;—1(']> = ("_Zﬂ' ;12_6'.) = (-2, 8)
i mdies (ﬂ u)
2 A
Una circunferencia es un conjunto de puntos en un plano que se
encuentran a la misma distancia de un punto fijo llamado su
centro.
Grcunferencia con su centro en el origen y radio r Haga un bosquejo de la grifica de x> + y* =9,
24y=p La grifica es una circunferencia con su centro en (0, 0) y radio
F=3,
¥
2 +yr=9 ;:_
2
14
—4—_2.—2—1_] 12484 x
* S§i la pardbola estd inclinada, como verd en cursos mis avanzados, se -.2- ol
tienen otras ecuaciones. (N, del T.). B4l




692 Capitulo 10 Secciones cénicas

Secddn 10.1 (continuacion)

Grcunferencia con su centro en (h, k) y radio r Haga un bosquejo de la gréfica de (x — 3)* + (y + 5)* =25.
G P (e ) Li E'g’ﬁca s una circunferencia con su centro en (3, —5) y radio
¥
zlj_ (x =32+ (y +52=25
S I S
3L .
. B 5
.. —4-'
—5+ :
+Ha- {3'!_5}
Wi
Lgd
—d
-0+
-11
Secddn 10.2
Una elipse es un conjunto de puntos en un plano, la suma de cu-
yas distancias a dos puntos fijos (denominados focos) es una
constante.
’ : W P
Elipse con centro en el origen Bosqueje la gréficade % + 7= = 1.
~§- + E}; =1 La grifica es una elipse. Como a = 5, las intersecciones con el

gje x son (—5,0) y (5,0). Como b = 4, las intersecciones con
donde (a,0) y (—a, 0) son las intersecciones con el eje xy (0,5) y el eje y son (0, —4) y (0, 4).

{0, —b) son las intersecciones con el gje y.

¥
¥
Vértice x i
¥ N Ib b & 14
E._ie - o 3
: ."’.4 Centro m}'ﬂf‘_‘-‘ / zl
Vértice /-_Véﬂjce | B T T e B
-—-:E.-q, » e g —al -.-\-r\a p iiﬂ-Z_l_;_]ZS-l-ﬁI
- —b Eje Centrd ' Eje =
me:::nr mayor F|—b wWenoT -5
Vértice
Elipse con centro en (h, k o3y il
G (k) Hagaunbosqu&judelagreiﬁcade{ 5 ) + ( 1 ) =1,
gk QemkE
a LA La grifica es una elipse consu centroen (2, —~1),donde s =3y
b=4
¥
‘ -
3
2 o
1+

-3-3-1,l 123456 x
2+ (2,7 1)
-3
4
-5 -
el (x=2¢ (p+1f _,
Gy gt et
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Seccidn 10.2 (continuacion)

El 4rea, A, de una elipse es A = ab. El drea de la segunda elipse de la pigina 692 es
A= mab = 7+3-4 = 127 = 37.70 unidades cuadradas.

Seccién 10.3

Una hipérbola es un conjunto de puntos en un plano, cuya dife-
rencia de distancias a dos puntos fijos (llamados focos) es una
constante.

Hipérbola con su centro en el origen ) ) ) ) "
Determine las ecuaciones de las asintotas y bosqueje una gréfica
5
Hipérbola de’r-g =1
con eje transversal

alnlargndselejEx Lagraﬁcaesunatuperbolacona =2}’b =3

i F 3
” Las ecuaciones de las asintotas son y = %x ¥y= —Ex.
L - y*
ol
2 74
a a o
e 5t
x Al
2 AR
i ;]
* . . T . 4 9
I__.t';=1 —6-5-4-3-2-1(1\1 2324562
a* b —zJ;
Asintotas IEd |
_"'.g.
y=—x y y=-—x 1
_a.li.
Hipérbola Determine las ecuaciones de las asintotas y bosqueje una gréfica
con eje transversal ¥
alolargo del eje y df’“"?_g T L
¥ : 1 i
La prifica es una hipérbola con 2 = 4 y b = 5. Las ecuaciones de
< £2 " 5 5
- las asintotas son y = Exyy = _EL
¥
X
;
s S, 7
S :
& A —_ = ‘ﬁ - —
2 4
g | 3
‘ AP
! 25 16
Asintotas —6-5-4-3-3-17(%1 23 456 X
b Dol
grm -3

—t gy - e
T -6
-F
-8




694 Capitulo 10 Secciones cénicas

Un sistema no lineal de ecuaciones es un sistema de ecuaciones
en donde al menos una ecuacién no es lineal. La solucién de un
sistema no lineal de ecuaciones es el punto o puntos que satisfa-
cen todas las ecuaciones del sistema.

Secddn 10.4

Resuelva el sistema de ecuaciones.
2+ 3y =14
Sxt -yt = -2

Resolveremos este sistema mediante el método de eliminacidn
(suma)),

P¥+y=14

52— = =2

6x° =12
©=2
x=+V2

Para obtener el valor o valores para y, utilizamos la ecuacion

¥+ y=14

2+ y=14 P4y =14

(VIP+ =14 (-VIP+y =14
2+ =14 2+ =14
=12 yY=12

y = +V12 y = +V12

= 4273 = +2/3

El sistema tiene cuatro soluciones:

(VZ,2V3), (VZ, —2V3), (- V2,2V3), (- V2, -2V3)

'] Determine la longitud y el punto medio del segmento de recta definido por cada pareja de puntos.

L (0,0),(5, —12) 2 (-4,1),(-15)
Grafique cada ecuacién.

5 y=(x—27+1 6 y=(x+3)7—4

3. (-9, -5), (-1, 10) 4. (-4,3),(-2,5)

7. x=(y-17%+4 B.x=-2(y+4)?%-3

En los ejercicios 9 a 12, a) escriba cada ecuacién en la forma y = a(x — B +kox=aly—k?+hb) Grafique laecuacion.

9. y=x"-8x+22 10. x=-y" -2y +5

1L x =y + 5y + 4

12 y =25 — 8x — 24

Fn los ejercicios 13 a 18, a) escriba la ecuacicn de cada circunferencia en la forma general. b) Trace la grifica.

13. Centro (0, 0), radio 4.
16 x¥*+ )y -2x+6y+1=0

Grafigue cada ecuacién.

1 y=V9-x

14. Centro (3, 4), radio 1.

17, x2 - 8x + )y — 10y + 40 = 0

2“- y=_

15, 2+ 12— dy =0

18, XX+ —dx +10y+17=10

36 - X












