Sucesiones, series
y el teorema del binomio

4 pies cuando se deja caer desde una altura de 6 pies, ha

rebotado 66%% de su altura original. En teoria, cada rebote tendré otro rebote y

la pelota nunca dejaria de rebotar. ;Serd posible calcular la distancia total de una
pelota que nunca para de rebotar? En el gjercicio 705 de la pdgina 722, calculari la
distancia total de una pelota que rebota.
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En este capitulo analizaremos las sucesio-
res y series. Una sucesion es una lista de
nimercs en un orden especifico y una se-
fie es la suma de los nimeros de una su-
cesién. En este libro analizaremos dos tipos
de sucesiones y series: aritméticas y geomé-
fricas. Las sucesiones y las series se pueden
utilizar para resolver muchos problemas de
B vida real, como veremos en este capitulo.

También utilizaremos el simbolo de la
suma, Z, que con frecuencia se utiliza en
estadistica y otros cursos de matemdticas.
Asimismo, en la seccidn 11.4 presentare-
mos el teorema del binomio para desarrollar
una expresion de la forma (g + b)".

11.2
11.3

11.4
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Muchas veces vemos patrones en los niimeros. Por ejemplo, suponga que le ofrecen un
trabajo con un salario inicial de $30,000. Le dan dos opciones para su aumento salarial
anual, Una opcién es un aumento de $2000 cada ano. Con esta opcion recibiria el sala-
rio que se muestra a continuacion,

1 2 3 4

$30,000  $32,000  $34,000  $36,000

Cada afio, el salario es $2000 mayor que el afio anterior. Los tres puntos a la derecha de
la lista de nimeros indican que la lista continiia de la misma manera.

La segunda opcion es un aumento del 5% cada afio. El salario que recibiria con
esta opcidn se muestra a continuacion,

1 2 3 4

$30,000 = $31,500  $33,075 $34,728.75

Con esta opcion, el salario en cualquier afio a partir del afio 2 es 5% mayor que el sala-
rio del afio anterior.

Las dos listas de nimeros que ilustran los salarios son ejemplos de sucesiones. Una
sucesion (o progresion) de niimeros es una lista de niimeros con un orden especifico.
Considere la lista de ntimeros dados a continuacién, que es una sucesién.

5,10, 15, 20, 25, 30, ...

Fl primer término es 5. Indicamos esto escribiendo g, = 5. Como el segundo término
es 10, a; = 10, y asi sucesivamente. Los tres puntos, indican que la sucesion continia de
manera indefinida y es una sucesién infinita,

Una sucesion infinita es una funcién cuyo dominio es el conjunto de nimeros naturales.

Considere la sucesion 5, 10, 15, 20,25, 30, 35, . ..
Dominio {1, 2, 3, 4, 5 6, 7, ..., n, ...}

Rango {5 10, 15, 20, 25, 30, 35, ..., 5m, ...}

Observe que los términos de la sucesion 5, 10, 15, 20, . .. se determinan multiplicando
cada nmimero natural por 5. Para cualquier nimero natural g, el término correspon-
diente de la sucesién es 5 + n o 5x. El término general de una sucesion, a,, que define la
sucesion, es 4, = 5n.

a, = f(n) = 5n

Para determinar el término decimosegundo de la sucesion, sustituimos 12 en vez de n
en el término general de la sucesién, a;; = 5+ 12 = &). Asi, el decimosegundo término
de la sucesion es 60, Observe que los términos de la sucesion son los valores de la fun-
cidn, o los ndmeros en el rango de la funcién. Al escribir la sucesién, no utilizamos las
llaves de conjunto. La forma general de una sucesion es

A, G2, 3,88y 02 4 8yyees
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Para la sucesién infinita 2, 4, 8,16, 32,...,2",... podemos escribir

a, = f(n) =2°
Observe que cuandon = 1,a; = 2! = 2; cuandon = 2,a, = 22> = 4;cuandon = 3,a; =
2} = 8;cuando n = 4,a, = 2* = 16;y asi, sucesivamente. ;Cual es el séptimo término de
esta sucesion? La respuesta es a; = 2’ = 128.
Una sucesion también puede ser finita.

Una sucesion finita es una funcién cuyo demonio incluye solamente los primeros n nime-
ros naturales.

Una sucesion finita tiene sélo un ndmero finito de términos,

5,10,15,20 dominio es {1,2, 3, 4}
2,4,8,16,32 dominioes {1,2,3, 4,5}

Escriba la sucesion finita definida por @, =2n + 3, paran =1, 2,3,

a,=2n+73

a =2()+3=35
a =2()+3=17
a=23)+3=9
a =2()+3=11

Asi,lasucesiones 5,7,9,11. _ _ e
Como cada término de la sucesién del ejemplo 1 es mayor que el término anterior,
la sucesion es una sucesion creciente.

e T 2n +
FlEMW Dadoa, = nnz 3,

a) determine el primer término de la sucesion.
b) determine el tercer término de la sucesion.

¢) determine el quinto término de la sucesion,
d) determine el décimo término de la sucesicn.

a) Cuandon = 1,4 =2{:::72+3=i—’=5.

b) Cuandon = 3,a =2{JT+3=§=1'

¢) Cuandon = 5,a :2[-':'—;'3:%:0_52_

d) Cuandon = 10,a =w=f§—n=023.

» Ahora resuelva el ejercicio 33
Observe en el ejemplo 2 que, como no hay restriecién alguna sobre n, a, es el tér-
mino general de una sucesion infinita.

En el ejemplo 2, los primeros cuatro términos de la sucesion son 5,% =1.75,1,

% = (.6875. Ya que cada término de la sucesién generada por a, = 2 -: 2 es menor
n

que el término que le precede, la sucesion es una sucesion decreciente,
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Determine los primeros cuatro términos de la sucesion cuyo térmi-
no general esa, = (—1)"(n).

-~ T~ -]

Il Il

‘--‘.---.‘--;.-—\‘-—‘
,_1

— N e

)
Il

Si escribimos la sucesion, obtenemos —1,2, =3, 4, ..., (=1)"(n). Observe que cada
término alterna el signo. Esta es una sucesién alternante.

ik I 1 &t - - e
» Ahora resuelva el eiercicio 25
* ANOra resueiva el ejercicio Lo

Una serie es la suma de los términos de una sucesion. Una serie puede ser finita o infi-
nita, segin se base en una sucesion finita o infinita.

Sucesion finita
1,8y, dy, 4y, ds
Serie finita
ay + s+ a3+ ag + as
Sucesion infinita
By, 8, 3, 04, 854000y gy ..
Serie infinita
G ta,tata tato-ta +oo

Escriba los primeros ocho términos de la sucesién; después escriba
Ia serie que representan la suma de esa sucesion si

2

0= (1) b) a, = (-2)°

a) Comenzamos con n = 1; asi, los primeros ocho términos de la sucesién cuyo térmi-

n

no general es a, = 5/ son

(:)-G)-G)-G)G)-G).G)-)

111111 1 1

24’816 32’ 64° 128’ 256

0 bien

La serie que representa la suma de la sucesién es
1 1 1 1 1 1 1 1 255

27378716 """ 128 T 25 256

b) De nuevo comenzamos con r = 1; asi, los primeros ocho términos de la sucesion
cuyo término general es a, = (—2)" son

(2 (=202 (=200 (205 (2% 0. (=2

-2, 4, -8, 16, —32, 64, —128, 256
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La serie que representan la suma de esta sucesion es
=2+ 4+ (—=8) +16 + (=32) + 64 + (—128) + 256 = 170

Para una sucesion infinita con términos a;, a5, ds, . .. ,@,,..., Una suma parcial es la su-
ma de un ndmero finito de términos consecutivos de la sucesion, comenzando con el
primer término.

5= &y

Sy =@y t+ a,

81 ﬂl+az+ﬂ:3

3n=g1+az+a3+-“+dn

La suma de todos los términos de la sucesion infinita se denomina serie infinita, y esta
dada por
Ss=gtatay+---+a,+---

b g : 3+n .
JEN Dada una sucesion infinita definida por g, = , determine las
sumas parciales que se indican. i

a) 51y b)s,

a) 5

Il
o
I
I
I
.

b)si=a, +a,+ a; + a,
34+41 3422 343 3+ 4
= + + +
1 7] 3 4

8 0 4 5
12 12 12 12
195 1

SRt 1 )
12 B 4

I

Cuando se conoce el término general de una sucesién, puede usarse la letra griega sig-
ma, X, para escribir una serie. La suma de los primeros n términos de la sucesion cuyo
n-ésimo término es a, se representa por

n
Sa=a +ta+at--+a,
i=1

donde i se denomina indice de la suma o simplemente indice, 2 es el imite superior de
la suma, y 1 es el limite inferior de la suma. En este ejemplo, usamos i para el indice; sin
embargo, puede usarse cualquier letra para el indice.

Considere la sucesién 7,9,11,13,...,2nr + 5,... . La suma de los primeros cinco tér-
minos puede representarse por medio de la notacién de suma o notacién sigma, tam-
bién conocida como notacion de sumatoria.

5

> (2i + 5)

i=1

Esta notaci6n se lee “la suma desde i igual a 1 hasta 5 de 2i + 5",
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5
Para evaluar la serie representada por », (2i + 5), primero sustituimos 1 en vez de

ide 2i + 5y listamos el valor que se obtuvo. Luego sustituimos 2 por { en 2§ + 5y lista-
mos el valor, Seguimos este procedimiento para los valores de 1 a 5. Después sumamos
estos valores para obtener el valor de la serie,

i[lrw—ﬁ)—{z b4 5]k (202 45+ (223 +3) + (2-44§)+ (225 4-3)

=7+9+11+13 + 15
=55

Desarrolle la serie E + 1) y evalde la serie.
i=1

}6}{:‘2+1)={12+1)+(22+1}+[32+1)+{42+1}+[52+1)+(62+1)
=1

=2+5+10+ 17 + 26 + 37
=97

Considere el término general de una sucesion a, = 2n* — 9. Repre-
sente la tercera suma parcial, 53, en notacion sigma.

La tercera suma parcial serd la suma de los pnme ros tres términos,

ay + a; + a;. Podemos representar la tercera suma parcial como 2 27 - 9).

i=1

Parael mgmente conjunto de valores x; =3, x; =4, x3=5,x4 =6,

y x5 = 7, jse cumple que 2 (2= (E x;) 2
= =

5
E V= @)+ (x2) ¥ (23 + (xa) + (x5)
=P+ 8 +52+8+ 7

=9+16+25+36+49 =135

5 2
(Ex;) = (x5 + X3+ x5+ x4 +x: )
'

=

=(B3+4+5+6+7)7 = (257 = 625

5 5 2
Como 135 # 625, Y (x,)* # (E xf) :
i=1

Cuando un simbolo de suma se escribe sin limites superior e inferior, esto significa
que debemos sumar todos los datos.
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Una férmula utilizada para determinar la media aritmética, X (se
< M ;
lee x barra) de un conjunto de datoses ¥ = ot donde n es el nimero de datos.

Las calificaciones de los exdmenes de Joan Sally son 70, 95, 83, 74 y 92, Determine
la media aritmética de sus calificaciones.

2x 70+9%5 +8 +74+92 414

X=— — = 82,
" 5 5 8
Ahora resue el ejercicio 79
-ONJUNTC ERCICH 1 Mathig s
i ; e gk s A = s ’ MathsL* MiyMathLab
L ;Qué es una sucesién? . ]
¥ 10. Considere lasuma > (k + 3).
2. ;Qué ién infinita? e
¢Qué.es una sucesion infinita a) ;Cémo se denomina al 17
A ,;'Ql.lé €5 una sucesidn finita? b) .-_I'Céll'l(.‘r se denomina al 57
4 ;Qué es una sucesién creciente? ¢) ;Cémo se denomina a la k£?
5. ;Qué es una sucesién decreciente? “. 11, Seaa, =2nr — 1. ;Es una sucesién creciente o decreciente?
; Explique.
6. ;Qué es una sucesién alternante? e
. i 12, Seaa, = —3n+ 7, ;Es unasucesion creciente o decreciente?
7. ;Qué es una serie? Explique.
8. ;Cuil es la n-ésima suma parcial de "Ilil serie? " 13 Seaa, =1+ (—2)". ;Es una sucesion alternante? Explique.
9. Escriba con palabras lo que significa: Y, (i + 4). . 14 Sea a, = (—1)*". ;Es una sucesion alternante? Explique.

f=]

Excriba los primeros cinco términos de la sucesion cuyo término n-éimo se muestra.

15, a, = 6n 16. a, = —5n oa,=4n -1
18 a,=2n+5 19, g, =L 2. 0=
n n
n+2 n-—2>5 "
®2i‘au_n+1 zza"_ﬁ‘fﬁ B"aﬂ_{_]‘)
U a,= (-1} g, = (-2 %. a,=3""
Determine el término indicado de la sucesién, cuyvo término n-ésimo se muestra.
@2‘1 a, = 2n + 7, décimo segundo término. 28. a4, = 3n + 2, sexto término. 2 a = % + 8, décimo sexto término.
. g, = g — 13, décimo cuarto término. 3L g, = (—1)", octavo término. 32 a, = (—2)", cuarto término.
2
. a, = n{n + 2), noveno término. 3. a,=(n - 1)(n + 4), quinto término. 35 a, = ﬁ. noveno término.
n{n + 6) ; ;
36. a, = ———, décimo término.
n
FPara cada sucesién, determine la primera y la tercera sumas parciales, s, y s3.
I oa,=3n-1 38 a,=2n+3 W, g, =2"+1
i —_— L 1 3 —n —
M a,=3"-8 4La"—n+2 42.;1,,—”+
2
8. a, = (-1) 4. a, = (-3y @5 6=
2
46, a, = =
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Escriba los siguientes tres términos de cada sucesidn.

47, 2,4,8,16,32, ... 48. 10,15,20,25,30,... £9. 7,9,11,13,15, ...
1111 1111 23456
=S L=, ===y R
5"2’3’4’5 3k 2°3°4°5 534567

111
8. -1,1,-1,1, -1,... 54, —10,-20, —30, —40, ... 55 1,3.9:57
1234 11 1 111 1
el Ui i B 1355 e U TR YA
59, 37,32,27,22, ... 6. 7,-1,-9 -17,...
Desarrolle cada serie v luego evaliiela.
5 4 &
@ X @Ei-1) 62 > (4i +5) 63 > (*+1)
=1 i=1 =1
5 4 !-Z 3 jﬂ
64, 3 (27 - 7) 65. > 66. >
el 4-:-12 !._15
9 !2+I- 5 !.,3
67'§f+1 b i+

Para el término general dado, a,, escriba una expresion, con £, para representar la suma parcial que se indica.

a, = n + 8, quinta suma parcial. 7. a, = n* + 3, cuarta suma parcial.
2 3
A : n* + 13 §
. a, = ?,tcrcera suma parcial. T2 a, = - , tercera suma parcial,
n
Fara el conjunto de valores x; =2,x:=3,x3= 5,14 = —1 y x5 = 4, determine cada una de las sumas siguientes.

& 7. éx, 74, i:(anS} 5. (i‘,.q)z 76. éjzx,

77 E(x‘f 78. g(ﬁ +3)

Determine la media aritmética, X, de los conjuntos de datos siguientes.
& 15,20, 25,30, 35 B0. 16,22,96,18,28 8L 72,83,4,60,18,20 82 5,13,9,12,23 36,70

En los ejercicios 83 y 84, considere los rectingulos siguientes Para el rectdngulo n-ésimo, la longitud es 2n y el ancho es n.
83. Perimetro
a) Determine los perimetros para los primeros cuatro rectdngulos y luego liste los perimetros en una sucesion.
b) Determine el término general para el perimetro del rectdngulo n-ésimo en la sucesion, Utilice p,, para el perimetro,

n
3
2
[
A’ L] a2 |
2 4 a 2n
84, Area " 88. Escriba
- - - = i
a) Determine las dreas de lc:,\? cuatro rectingulos, y luego lis- 4) 3%, cotio tid stk de ternttos y
te las dreas en una sucesion. e
b) Determine el términe general para el drea del n-ésimo L -
rectingulo de la sucesién, Utilice a, para el drea. b) E Xj como una suma de términos,
85. Idee su propia sucesion que sea creciente, y liste los primeros
cinco términos, ¢) Para un conjunto dado de valores de x,desde x; hasta x,,,
" "

86. Idee su propia sucesidn que sea decreciente, y liste los prime- ise cumplird > x, = 3 x,? Explique.
108 cinco términos. i=1 =1

87. Idee su propia sucesion que sea alternante, y liste los prime- 89. Despeje Sxde ¥ = E
108 ¢inco términos.
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; o X 93, Seanx; =3,x;=52x;=2yy; =4,y =1,y; =6 Determi-
% Despeje ndeini= n’ ne lo siguiente. Observe que Ex = x; + x; + x3,
Ty =yi+ys+y;y Zxy = xy; + 0y + Xy
" n a) Zx,
91. ;Es > 4x; = 4> x,? llustre su respuesta con un ejemplo, b) Iy,
= = ¢) Zx-Zy,
i X 1.2 d) EI}'.
92, ;FEs EE = 32-"1? Ilustre su respuesta con un ejemplo. €) (Es xSy = Sxy?
=1 f=1
1
94. Resuelva §x+%‘ = ix—]‘. 75 9%, Resuelva Vx +5-1= vx -2,

95. Factorice 8y* — 64x%

97. Despejerde V = wrh.

En la seccién anterior empezamos nuestro andlisis suponiendo que obtenia un trabajo
con un salario inicial de $30,000. Una opcidn para el aumento de salario era un aumen-
to de $2000 anuales. Esto tendria como resultado la sucesion

$30,000, $32,000, $34,000, $36,000, ...
Este es un ejemplo de una sucesién aritmética.

Una sucesién aritmética es una sucesién en la que cada término, después del primero, difie-
re del término que le precede en una cantidad constante.

La cantidad constante en que difiere cada par de términos sucesivos se denomina
diferencia comiin, 4. La diferencia comiin puede determinarse restando cualquier tér-
mino del término que le sigue directamente.

1,3,5,7,9, ... d=3-1=2

5,1,-3,~7, —11, -15,... d=1-5=-4
T2t B 13 IR i Bl g
A T 2 17 2

Observe que la diferencia comiin puede ser un niimero positivo 0 un niimero negativo,
Si la sucesion es creciente, entonces d es un niimero positivo. Si la sucesion es decre-
ciente, entonces 4 es un nimero negativo.

Escriba los primeros cinco términos de la sucesion aritmética con
a) el primer término 6 y diferencia comiin 4.
b) el primer término 3 y diferencia comin 1—2.

c) el primer término 1 y diferencia comin

3

a) Comience con 6 y siga sumando 4. La sucesitn es 6, 10,14, 18, 22.
b) 3,1, -1,-3,-5

4.5 .7
c) 155}53215
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En general, una sucesion aritmética con el primer término a, y diferencia comiin 4 tie-
ne los términos siguientes:

a=a, &=a +d, a=a +2d, a,=a + 3d, Yy asisucesivamente.

Si continuamos este proceso, podemos ver que el n-ésimo término, a,, se puede deter-
minar mediante la férmula siguiente:

a,=a +(n—1)d

a) Escriba una expresion para el término general (o n-ésimo), a,, de una sucesion
aritmética cuyo primer término es —3 y cuya diferencia comiin es 2.

b) Determine el décimo segundo término de la sucesién,

a) El n-ésimo término de la sucesién es a, = a; + (n — 1)d. Sustituyendo a; = —3 ¥
d =2 obtenemos
a,=a +(n-—1)d

= -3+ (n-1)2
=-3+2(n-1)
=—3+2m-2
=2n-25

Asi,a, = 2n — 5.
b) a,=2n -5
a=2(12) -5=24-5=19

El décimo segundo término de la sucesion es 19.

resuelva el ejercicio 11

EJEMIPLI Determine el niimero de términos en la sucesion aritmética 5,9, 13,
TY e

( El primer término, 4, es 3; el n-€simo término es 41, y la diferencia comiin,
d es 4, Al sustituir los valores apropiados en la formula para el término n-ésimo, y des-
pejando a n, tenemos:

ay=a;+ (n—1)d

=5+ (n-1)}
41 =5+4n-4
41 =4n + 1
40 = 4n

10=n

La sucesion tiene 10 términos.

Una serie aritmética es la suma de los términos de una sucesién aritmética. Una serie
aritmética finita puede escribirse como

S,=ay+ (e +d)+ (g +2d) + (g +3d) + -+ (a, — 2d) + (a, — d) + a,
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Si consideramos el dltimo término como a,, el peniltimo término serd a, — d, el
antepeniltimo término serd a, — 2d, y asi sucesivamente.

Una férmula para la n-ésima suma parcial, s,, se puede obtener sumando s, a si
mismo, pero siguiendo el orden inverso.

8, = | +(a+d) +(a +2d)+---+(a,-2d)+ (a,—d) +

= @ +{a,—d) +(a,—2d) +---+{a +2d) + (a, + d) +
25, = (@ +a,) + (ay+ a,) +{ay+a,) +--+{a+a,) + (a +a,)+ {a +a,)

Como el lado derecho de la ecuacién contiene n términos iguales a (a; + a,), podemos
escribir
25, = n(a; + a,)

Ahora dividimos ambos lados de la ecuacion entre 2, para obtener la férmula siguiente.
_ n{a + a,)

Determine la suma de los primeros 25 niimeros naturales.

La sucesion aritméticaes 1,2,3,4,5,6,...,25. El primer término, a;, es 1;
el dltimo término, a,, es 25. Hay 25 términos; asi,n = 25. Mediante la férmula parala
n-¢ésima suma parcial, tenemos

n(a; +a,) 25(1 +25)  25(26)

L R
La suma de los primeros 25 niimeros naturales es 325, Asi, 5,5 = 325.

13) = 325

s Ahora recialva 2l alercicio 57

Jid ISoOUMTIVa T CIOILILIU 27

El primer término de una sucesion aritmética es 4 y el dltimo tér-
mino es 31, y si ademas, s, = 175, determine el nimero de términos en la sucesién y la
diferencia comn.

Sustituimos los valores apropiados, a, = 4,4, =31y s, = 175, en la férmu-
la para la n-ésima suma parcial y despejamos n.

_n(a + a,)
LE——
_ n(4 +31)
N
35n
175 = =5
350 = 35n
10 =n

Existen 10 términos en la sucesion. Podemos determinar ahora la diferencia comin
mediante la férmula para el n-ésimo término de una sucesion aritmética,

a,=a + (n—-1)d

1 =4 + (10 — 1)d
31=4 + 94

27 =94

3=d

La diferencia comin es 3, 1a sucesién es 4,7, 10,13, 16 19 22,25,28 31.

resuy el 1 2l :,‘.;Z—';_"C,'.{'_E'.'} 31
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Los ejemplos 6 y 7 ilustran algunas aplicaciones de las sucesiones y series aritméticas.

‘ Salario Mary Tufts recibe un salario inicial de $35,000 y se le pro-
mete un aumento de $1200 después de cada uno de los 8 afios siguientes. Determine su
salario durante su octavo afo de trabajo.

Su salario después de los primeros afios seria
$35,000, $36,200, $37,400, $38,600, . ..

Ya que se suma una cantidad constante cada afio, ésta es una sucesion aritmética. El
término general de una sucesion aritmética esa, = @, + (n —1)d.

En este ejemplo, gy = 35,000 y 4 = 1200. Asi, para n = 8, el salario de Mary seria

g = 35,000 + (8 ~ 1)120
= 35,000 + 7(1200)
= 35,000 + 8400
= 43,400

ESE Durante su octavo afio de trabajo, el salario de Mary seria de $43,400. Si
enumeramos todos los salarios para el periodo de 8 afios, éstos serian $35,000, $36,200,
$37.400, $38,600, $39,800, $41,000, $42,200, $43,400

Péndule Cada oscilacion de un péndulo (de derecha a izquierda o
de izquierda a derecha) es 3 pulgadas menor que la anterior. La primera oscilacién
es de 8 pies.

a) Determine la longitud de la décimo segunda oscilacion.
b) Determine la distancia total recorrida por el péndulo durante las primeras 12 osci-
laciones.

a) | oble Como cada oscilacién decrece en una canti-
dad constante, este pmblema puede representarse como una serie aritmética. Como la
primera oscilacion estd dada en pies y la disminucién de las oscilaciones estd dada en
pulgadas, cambiaremos 3 pulgadas a 0.25 pies (3 + 12 = (.25). La décimo segunda
osdlacion puede considerarse como ayp. La diferencia, 4, es negativa, ya que la distan-
cia es decreciente con cada oscilacién.

a,=m+(n-1)4

o = 8 + (12 = 1)(~025)
= 8 + 11(-0.25)
=8 —275
= 5.25 pies

La décimo segunda oscilacién es de 5.25 pies.

b) © : tr :c2 La distancia total recorrida durante las prime-
ras 12 oscilaciones puede determinarse mediante la férmula para la n-ésima suma par-
cial. La primera oscilacidn, a;, es de 8 pies y la décimo segunda, a;,, es de 5.25 pies.

nla, + a,)
S =5
L@y + a-)
So=— 5
12(8 + 5.25)  12(13.25) 5
= 2 = - 6(13.25) = 79.5 pies.

El péndulo recorre 79.5 pies durante sus primeras 12 oscilaciones.
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Sucesiones, series y el teorema del binomio

¢ Qué es una sucesién aritmética?

{ Qué es una serie aritmética?

¢Coémo llamamos a la diferencia constante entre dos térmi-

Nos$ SUCESIVOS en una sucesion aritmética?

{Cémo puede determinarse la diferencia comiin en una su- .

cesion aritmética?

$i una sucesion aritmética es creciente, jel valor de d es un i

nimero positivo o un nimero negativo?

10.

MathzL MyMathLzb

Si una sucesion aritmética es decreciente, ;el valor de d es un
nimere positivo ¢ un nimero negativo?

(Una sucesién aritmética, puede constar sélo de mimeros
negativos? Explique.

(Una sucesién aritmética, puede constar sélo de nimeros
impares? Explique.

{Una sucesion aritmética, puede constar sélo de mimeros
pares? Explique.

(Una sucesién alternante, puede ser una sucesion aritméti-
ca? Explique.

Escriba los primeros cinco términos de la sucesidn aritmética con el primer término y diferencia comiin dados. Escriba la expresién para
d término general, o n-ésimo, a,, de la sucesion aritmética.

15,

1L gy=4,d=3

a="Td==2

1 3

a1=i’d=5
31=1m.d=_5

@1

Determine la cantidad indicada de la sucesién aritmética.

19. a, = 5,d = 3; determine a,
21. 4, = -9, d = 4;determine a;
2% g.=-8d= %;lcleteru'u'ne.::]_ai
25. a; = 11, ay = 27; determine d
-@2? a, = 4,a, = 28,d = 3; determine n
29, g, = 82, a, = 42, d = —8; determine n

Determine la suma, s,,, v la diferencia comiin, d, de cada sucesién,
a = ],ﬂ]“ = 19..”. =10

33

35
@370

3
al=5—,ag=2.n=8

a4 =-5a=135n==6

a9 = T,ﬂ]] 26?,}1 =11

1.2‘
14.

2

L

g B R

£ B

36.

m'

i =-11,d =
PR 11 T
5 1
iy =_§1d=_§
7 3
al _E'd__a'l
a; = 10, d = —3; determine a5

ay = —1,d = —2; determine a,,
a, = 5, gy = —21; determine d

1 19 .
@ =50 = ?;detenmned

a = 9.4, = =27, d = =3;determine n
4 14 2 :

@ =3 an = —?,d = —g;detenmnen

a=-8a;=10n=7

o =12, a,=-B3,n=8§8

7 3
31=§>ﬂﬁ=?1ﬂ=5

a, = 1425, 4, = 1875, n = 31

Excriba los primeros cuatro términos de cada sucesion; luego determine ay y 519,

39.
41,
P 43,
45,

47,

Y
po—
312—3,.‘12—5
7 5
ﬂ1=£,d=§
dy=100,d = —7

40,

42,
44,

46.

48,

b S, =
[ =_?,d = —4
s e

9 3
o =§,d=§
i€ =35|d=6



Determine el niimero de términos en cada sucesion y determine s,,.

4. 1,4,7,10,..., 43
5. -9,-5-1,3,...,31

Bz g a1y

55, 7,10,13,16, ..., 91

Determine la suma de los primeros 50 nimeros naturales.
58. Determine la suma de los primeros 50 niimeros naturales pares,
59. Determine la suma de los primeros 50 niimeros naturales im-
pares.
60. Determine la suma de los primeros 40 miiltiplos positivos de 5.
61. Determine la suma de los primeros 30 miltiplos positivos de 3.

Las pirdmides aparecen en todos lados; en eventos deportivos, las
porristas pueden formar una pirdmide en la gue las personas de
arriba se paran sobre los hombros de las personas de abajo. La
ilustracién de la derecha muestra una pirdmide con 1 porrista en
la parte superior, 2 en la fila de en medio y 3 porristas en la fila
de abajo. Observe gue ay = 1, a; = 2 y ay = 3. También note que
d=1Ln=3ys5;=6,

En una pista de boliche, los bolos forman una pirdmide. La
primera fila tiene 1 bolo, la segunda fila tiene 2 bolos, la tercera fila
tiene 3 bolos y la cuarta tiene 4. Asi, ey =1, d=1Ln=4ys = 10.

Utilice la idea de una pirdmide para resolver los ejercicios 65 a 70.

65, Amnditorio Un auditorio tiene 20 asientos en la primera fila,
Cada fila sucesiva tiene dos asientos mds que la fila anterior.
{Cudntos asientos hay en la fila décimo segunda? ;Cudntos
asientos hay en las primeras 12 filas?

66. Auditorio Un auditorio tiene 22 asientos en la primera fila.
Cada fila sucesiva tiene cuatro asientos més que la fila ante-
rior, ;Cudntos asientos hay en la novena fila? ;Cudntos
asientos hay en las primeras nueve filas?

67. Troncos Wolfang Schmidt apila troncos de modo que hay
26 troncos en la parte inferior, y cada fila tiene un tronco me-
nos que la fila anterior. ;Cudntos troncos hay en la pila?

68. Troncos Suponga que Wolfgang, en el gjercicio 67, deja de
apilar troncos después de terminar con la fila que tiene 8
troncos. ;{Cudntos troncos hay en la pila?

Seccidn 11.2 Sucesiones y series aritméticas 711

50. —10, -8, —6, —4,...,40
52 6,13,20,27, ...,62

5 o 9 11 21
T TR
56, —11, =15, =19, ..., =51

62. Determine la suma de los nimeros entre 50 y 150, inclusive.

63. Determine cudntos nimeros entre 7 y 1610 son divisibles en-
tre 6.

64. Determine cudntos nimeros entre 14 y 1470 son divisibles
entre 8,

@

a3

- iy

a3

a

ay

69. Copas apiladas En su 50 aniversario de bodas, el sefior y 1a se-
fiora Carlson estdn a punto de verter champaiia en la copa su-
perior, como se muestra en la foto. La fila superior tiene 1 copa,
la segunda fila tiene 3 copas, la tercera fila tiene 5 copas, y asi
sucesivamente, Cada fila tiene 2 copas mds que la fila superior
anterior. Esta pirdmide tiene 14 filas.

a) ;Cudntas copas hay en la décimo cuarta fila (la fila infe-
rior)?

b) ;Cuéntas copas hay en total?
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.

4.

Dhulces en una pila Unos dulces que estdn envueltos de for-
ma individual, se apilan en filas de modo que la fila superior
tiene un dulce, la segunda fila tiene 3 dulces, la tercera fila
tiene 5 dulces, y asi sucesivamente. Cada fila tiene 2 dulces
mis que la fila arriba de ella. En total hay siete filas de dulces.
a) ;Cuantos dulces hay en la séptima fila (la fila inferior)?
b) ;Cuintos dulces hay en total?

Suma de mimeros Karl Friedrich Gauss (1777—1855), un fa-
moso matemético, cuando era nifio determind mentalmente
y de forma ripida la suma de los primeros 100 niimeros natu-
rales (1 + 2 + 3 + ... + 100). Explique cé6mo podria haberlo
hecho y determine de esa forma la suma de los primeros
100 nimeros naturales como cree que lo pudo haber hecho
Gauss. (Sugerencia: 1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, etcétera).

Suma de mimeros Utilice el mismo proceso del gjercicio 71

para determinar la suma de los niimeros del 101 al 150.

Suma de mimeros Determine una formula para la suma de

los primeros # nlimeros impares consecutivos iniciando con 1,
L3 Fotcnerk @no=1)

Suma de mimeros pares Determine una férmula para la su-
ma de los primeros pn niimeros pares consecutivos iniciando
con 2,

2+4+6+8+-+2n

Balancedndose en una lisna Una larga liana se ata a la rama
de un irbol. Sally Wyn se columpia en la liana y cada osci-

lacién (izquierda a derecha o derecha a izquierda) es % pie

menor que la oscilacion anterior. 8i su primera oscilacion es
de 22 pies, determing

a) la longitud de la séptima oscilacidn,

b) la distancia recorrida durante las siete oscilaciones,
Péndulo Cada oscilacién de un péndulo es 2 pulgadas mis
corta que la oscilacion que le precede (izquierda a derecha o
de derecha a izquierda). La primera oscilacién es de 6 pies.
Determine

Sucesiones, series y el teorema del binomio

a) la longitud de la octava oscilacién y

b) la distancia total recorrida por el péndulo durante las
ocho oscilaciones.

Rebote de nna pelota Frank Holyton deja caer una pelota

desde una ventana que estd en un segundo piso. Cada vez

que la pelota rebota, la altura que alcanza es 6 pulgadas me-

nor que la del rebote anterior, Si el primer rebote alcanza

una altura de 6 pies, determine la altura que alcanza la pelo-

ta en el décimo primer rebote.

Pelota de ping-pong Una pelota de ping-pong cae de la me-

sa y rebota a una altura de 3 pies. Si cada rebote sucesivo es

3 pulgadas menor que el rebote que le precede, determine la

altura que alcanza la pelota en el décimo rebote.

. Paquetes El lunes 17 de marzo, Brian Nguyen inicié un nue-

vo trabajo en una compaiiia de paqueteria. Ese dia, ¢l fue ca-

paz de preparar 105 paquetes para envio. Su jefe espera que

con la experiencia que vaya obteniendo Brian sea mds pro-

ductivo, Cada dia de la primera semana, se espera que Brian

prepare 10 paquetes més que el total del dia anterior.

a) ;Cudntos paquetes se espera que prepare Brian el 22 de
marzo?

b) ;Cudntos paquetes se espera que prepare Brian en sus
primeros seis dias de trabajo?

Salario Marion Nickelson gana un salario anual de $37,500

en la compafiia en que trabaja. Su jefe le ha prometide un

aumento de $1500 a su salario en cada afio, durante los si-

guientes 10 afios,

a) ;Dentro de 10 afios, cudl serd el salario de Marion?

b) ;Cudnto ganari en total durante esos 11 afios?

Dinero S5iCraig Campanella ahorra $1 el dia 1,$2 el dia 2, $3

el dia 3, y asi sucesivamente, en total, ;cudnto habrad ahorra-

do al final de 1 afio (365 dias)?

Dinere Si Dan Currier ahorra 50 centavos el dia 1, $1.00 el

dia 2, $1.50 el dia 3, y asi sucesivamente, jcudnto habri aho-

rrado al final de 1 afio (365 dias)?

Dinero Carrie Dereshi, recientemente jubilada, se entrevis-

4 con su asesor financiero. Acordd recibir $42,000 el primer

afio, y debido a la inflacion, cada afio recibiria $400 mas de lo

que recibiera el afio anterior,

a) ;Cuil fue el ingreso que recibid en su décimo afio de re-
tiro?

b) ;Cudnto dinero recibird en total durante los primeros 10
anos de retiro?

Salario A Susan Forman se le da un salario inicial de $23,000

y le dicen que recibird un aumento de $1000 al final de cada

afio.

a) Determine el salario de ella durante el afio 12.

b) En total, ;cudnto recibird durante sus primeros 12
afios?

85. Angulos La suma de los 4ngulos interiores de un tridngulo,

un cuadril dtero, un pentdgono y un hexdgono, son 180°, 360°,
540° y 720°, respectivamente. Utilice este patrén para deter-
minar una férmula para la suma de los dngulos interiores de
un poligono de n lados,

Otra férmula que puede usarse para determinar la n-ésima
suma parcial de una serie aritmética es

8, = E[Za, + (n — 1)d]

Deduzca esta férmula, usando las dos férmulas que se pre-
sentaron en esta seccion.
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1 .
En cdlcule un tema muy importante es el de limites. Considere a, = —. Los primeros cinco términos de esta sucesién son 1'2°3'3'5"
A
1
Como el valor de — se acerca cada vez mds a 0 conforme n se hace cada vez mds grande, decimos que el limite de — cuando n tiende a
n n

1 1
infinito es 0. Escribimos esto come lim — = 0o lim a, = 0. Observe gue — nuncaes igual a 0, pero su valor se aproxima a 0 cuando

[l 5 3 e O

n se hace cada vez mids grande,
a) Miembro 1 del grupo: Determine h'El a, para los ejercicios 87 y 88.  b) Miembro 2: Determine H.l:lm a, para los ejercicios 89 y 90.
e ] =t

¢) Miembro 3: Determine |.I.I;l1 a, para los ejercicios 91 y 92.  d) Intercambien sus trabajos y verifiquen las respuestas de los demds.
i

1 n 1
I!‘J'..zi,,—j’i_2 H.a,,—n+l 39.an—n2+2
2n +1 4n — 3 n?
0. &y = o AT 92.3"—”4_1—
93. Despejerde A = P+ Prt. [5.4] 95. Factorice 12n* — 6n — 30n + 15.
94, Resuelva el sistema de ecuaciones _ 96. Grafique (x + 4)* + y* =25,
y=2x+1
3x-2y=1

En la seccién 11.1 supusimos que obtenia un trabajo con un salario inicial de $30,000.
También mencionamos que una opcién de aumento salarial era 5% de aumento cada
afo, Esto daria como resultado la sucesién siguiente,

ética. $30,000, $31,500, $33,075, $34.728.75,...

Este es un ejemplo de una sucesién geométrica.

Una sucesién o progresion gpeométrica es una sucesion donde cada término después del
primero es el mismo miltiplo del término que le precede.

El multiplo comiin es la razén comiin,

La razon comiin, », de cualquier sucesién geométrica puede determinarse dividien-
do cualquier término, excepto el primero, entre el término que le precede. En la
31,500
30,000

sucesion geométrica anterior, la razon comiin es = 1.05 (o0 105%).

Considere la sucesién geométrica
1,3,9,27,81,...,3%1, ...

Larazéoncomtnes 3,yaque3 +1 =3 (09 + 3 = 3, y asi sucesivamente).

4;8316!32u641"' ,4{:_5_1),_“
3,12,48,192,768,...,3(1"1),...
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- Determine los primeros cinco términos de la sucesion geométrica si

1
a|—6Yf'— %
1 3 31 3 31 3
a =6 a=6 5—3, a; =3 5—2, ﬂ,q,—i _—a, II_-‘,—Z 5—5
Asi, los primeros cinco términos de la sucesion geométrica son
333
6:3}27335

En general, una sucesién geométrica con primer término @, y razén comdn r tiene los
términos siguientes:

4 -1
iy, aqr, '11!2: ak!j) ar ..., alrn pru

Asi, podemos ver que el n-ésimo término de una sucesién geométrica estd dado porla
férmula siguiente.

i d '__--: i -3 1
S =1
a5 = ﬂifn

a) Escriba una expresion para el término general (o n-ésimo), a, de la sucesion geo-
métricaconag; =3yr = —2,
b) Determine el décimo segundo término de esta sucesién.

a) El término n-ésimo de la sucesion es a, = a,7" !, Al sustituir ¢; = 3 yr = —2, ob-
tenemos
a4 = ay" ! = 3(-2)""!

Asi, g, = 3(-2)""L
b) a, = 3(-2)"!
a;, = 3(—2)2°1 = 3(-2)"! = 3(—2048) = —6144

El décimo segundo término de la sucesion es —6144, Los primeros doce términos
de la sucesién son 3, —6,12, —24, 48, —96,192, —384, 768, —1536,3072, —6144.

En este capitulo trabajard con exponentes y utilizara las reglas de los exponentes. Las reglas
de los exponentes se analizaron en laseccioén 1.5 y nuevamente en el capitulo 6, Si no las re-
cuerda, ahora es un buen momento para revisar la seccidn 1.5,

Determine r y a, para la sucesion geométricacona, = 12y a; = 324,

. 211 Lasucesién puede representarse con espacios en blanco para los términos
faltantes.
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Si suponemos que a; es el primer término de la sucesion con la misma razén comiin,
obtenemos

12, , ,324

Ahora utilizamos la férmula para el n-ésimo término de una sucesién geométrica para
determinar r. Sea el primer término, a;, 12 y el nimero de términos », 4.

a, = -‘.Ip"n_l
324 = 12441
324 = 124
24 _

12

27 =

3=y

Asi, la razon comitin es 3.

El primer término de la sucesién original es 12 + 3, es decir, 4. Asi, a; = 4. El pri-
mer término también podria determinarse utilizando la férmula cona, = 324, r=3 y
n = 5. Ahora, determine a; mediante la férmula,

Al - 1 - . ry
Anora resuelva el ejercicio 83
Uid ICoUiva I Sl G2

Una serie geométrica s la suma de los términos de una sucesién geométrica. La suma
de los primeros n términos, s,,, de una sucesién geométrica se puede expresar como

S, =@ +ayr+ art + o oap i g
Si multiplicamos ambos lados de la ecuacién por r, obtenemos
Sy = ayr + +oayr” e ot ayr”
Ahora restamos los lados correspondientes de la ‘1dela .. Los términos en

color rojo se anulan, dejando
Sy TS, T4 — at’..n

Ahora, despejamos s,
sl =) =ay(l - 7)
a1l - ")
o l-r

Asf, tenemos la formula siguiente para la n-€sima suma parcial de una serie geométrica.

a(i-7)

5y r— r#1

Determine la séptima suma parcial de una serie geométrica cuyo
1

primer término es 16 y cuya razén comin es — <.

2
Al sustituir los valores apropiados paraa, r y 7, tenemos:
a1 — )
S
5
: 1 129 129
1—( )} 16(1+—) 1(—) T
L [ D) M\ ) ) 8 o s
. 1_( ) 3 3 3 83 4
) 2 2 2
.43
Asi, 5, = 4
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Dados s, = 93,a; = 3y r = 2,determine n.

a (1l — )
=y or
= A=)
1 it
3(1—-2"
g L2
—93 = 3(1 - 27)
~31=1-2"
~32 = -
2 =2
25=2n

Por lo tanto, n = 5.

Al trabajar con una serie geométrica, r puede ser un niimero positivo como vimos
en el ejemplo 5, 0 un niimero negativo como vimos en el ejemplo 4.

Todas las sucesiones geométricas que hemos analizado hasta ahora han sido finitas,
pues tenian un dltimo término. La siguiente sucesion es un ejemplo de una sucesion

geométrica infinita,
Q111 1y
,254,3,1 BT 2 L=

Observe que los tres puntos suspensivos al final de la sucesion indican que ésta conti-
nda de manera indefinida de la misma forma. La suma de los términos de una sucesion
geométrica infinita forma una serie geométrica infinita. Por ejemplo,

1+l+l+l+l+..,+(l)n_1+...
2 4 B8 16 2

es una serie geométrica infinita. Calculemos algunas sumas parciales.

Suma parcial Serie Suma

Segunda ; B e 1.5
1 1

Tercera 1+ 3 + 1.75

Cuarta 1+ % + . + 1.875

uar st3 3
. 1 1 1 1

Quinta 1+ 5 + 2 + B + 1,9375
1 1 1 1 I

Sexta ]+§+1+§+E+ : 196875

Para cada suma parcial sucesiva, la cantidad que se le afiade es menor que la de la
suma parcial que le precede. Ademads, la suma parece acercarse cada vezmiésa 2. En el
ejemplo 6, mostraremos que la suma de esta serie geométrica infinita en realidad es 2,
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Consideremos la f6rmula para la suma de los primeros n términos de una serie geométrica:
a(l1 —r")
SGg=————5,  r#1
1-r
,Qué ocurre con 7, si |r| < 1y n cada vez que se hace mas grande? Supongamos que

1
r= 5; entonces

0 -v5 (3-e (-oos (3

Podemos ver que cuando |r| < 1 el valor de 7" se acerca mucho a 0 cuando n es cada
vez mis grande, Asi, al considerar la suma de una serie geométrica infinita, que deno-
tamos como s, la expresion r" tiende a 0 cuando |r| < 1. Por lo tanto, si reemplazamos
ai(1 - r")

r

r"con 0 en la férmula 5, = 1=

obtenemos la férmula siguiente.

a
S"""ET—L; donde |r] <1

Determine la suma de la serie geométrica infinita

1.4 -1 (1)"‘1
L+t +s++ 5] +--

24 8 2
1 1
a=1lyr =§.0bsenreque 5‘ < 1.
31 1
M= =—=-—-=2
WoAew g 1 1
2

5 1. 4. A 1 1yt
A51,1+§+Z+§+E+---+(—) +-=2,

Determine la suma de 1a serie geométrica infinita

5 25 125 625

612 2
5'25% 128"
Observe que a; = 3. Para determinar la razén comin, 7, podemos dividir el segundo

Los términos de la sucesion correspondiente son 3, —

3 6 3 :
término, — 3’ entre el primer término, 3.

6 . 61 2
FEsTAT Ty Ty
2
Como—g‘n‘:l,
Sm_l—r
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Escriba (0.343434 . .. como una razon de dos enteros.

Podemos escribir este decimal como
0.34 + 0.0034 + 0,000034 + --- + (0.34)(0.01)" " + -
Esta es una serie geométrica infinita, con r = 0.01. Puesio que |r| < 1,
= e 034 034 M
T 1-r 1-001 099 9
Si divide 34 entre 99 en una calculadora, ver4 el valor 0.34343434,

» Ahora resuelva el ejercicigo 81

;Cudl es la suma de una serie geométrica cuando |r| > 1? Considere la sucesién
geométricaenlaquea; =lyr =2

1,2,4,8,16,32,...,2"7%, ...
La suma de sus términos es
14+2+4+8+16+32+ - +221 4+

(Cudl es la suma de esta serie? Conforme n crece, la suma se hace cada vez més gran-
de. Por lo tanto, decimos que la suma “no existe”. Para |r| > 1, la suma de una serie
geométrica no existe.

Ahora veamos algunas aplicaciones de sucesiones y series geométricas,

Cuenta de ahorros Jean Simmons invierte, en una cuenta de aho-
TTOS, $1000 al 5% de interés compuesto cada afio. Determine la cantidad en su cuenta y
el monto de interés generado al final de 10 afios.

| pI Suponga que Prepresenta el capital invertido. Al
inicio del segundo afio, el munto crece a P + 0.05P o 1.05P. Este monto ser el capital
invertido durante el segundo afio. Al inicio del tercer afio, el capital del segundo afio
crecerd 5% a (1.05P)(1.05) o (1.05)*P. El monto en la cuenta de Jean al inicio de los
afios sucesivos es

P 1.05P (1.05)2P (1.05)2P

y asf sucesivamente. Esta es una serie geométrica con r = 1.05. El monto en su cuenta
al final de 10 anos, serd la misma cantidad en su cuenta al inicio del afo 11. Por lo tan-
to, utilizamos la férmula,

a,=ar', con r=105 y n=11

Tenemos una sucesion geométrica con @ = 1000, r = 1.05 y n = 11. Al sus-
tltl.ur estos valores en la férmula, obtenemos lo siguiente

a, = len_I

a, = ,{: .5_..-)-=_1
1000(1.05)"
~ 1000(1.62889)
= 1628.89

) Al cabo de 10 afios, el monto en la cuenta es alrededor de $1628.89. El
monto del interés es $1628.80 — $1000 = $628.89.

Il

Iva el ejercicio 95
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Dinero Suponga que alguien le ofrece $1000 diarios por cada dia
de un mes de 30 dfas. O podria elegir un centavo el dia 1,2 centavos el dia 2, 4 centavos
el dia 3, 8 centavos el dia 4, y asi sucesivamente. El monto continuaria duplicindose
cada dia durante 30 dias.
a) Sin hacer célculos, tome una decision de cudl de las dos ofertas le proporcionaria el
mayor ingreso total en los 30 dias.
b) Calcule el monto total que recibiria si prefiriera $1000 diarios durante 30 dias.
¢) Calcule el monto que recibiria el dia 30, si eligiera 1 centavo el dia 1 y la cantidad
se duplicara cada dia durante 30 dias.
d) Calcule el monto total que recibiria si eligiera 1 centavo el dia 1 y se duplica la can-
tidad cada dia durante 30 dias.

a) Cada quien tendr4 su propia respuesta para la parte a).

b) Si recibiera $1000 diarios durante 30 dias, recibiria 30($1000) = $30,000.

) Entie 2 Como la cantidad se duplica cada dia, esto representa una
serie geométnca conr = 2, La tabla siguiente muestra la cantidad que recibiria en
cada uno de los primeros 7 dias. También muestra las cantidades escritas con base 2,
la razon comin,

Dia 1123 (4|5 6 |7
Cantidad (centaves 1 2 4 8 16 32 &
Cantidad (centavos) | 2° 20 22| 2 20 ¥ 2%
Observe que para cualquier dia dado, el exponente en el 2 es 1 menos que el nimero

del dia. Por ejemplo, el dia 7, la cantidad es 2. En general, la cantidad en el dia n es
=1

Para determinar la cantidad que se recibe el dia 30, evaluamos a, = a,;7"!
para n =30,

a, = ﬂﬂ"n_l

a, = :{.ﬁ'}"_1

ayy = 1(2)%
= 1(536,870,912)
= 536,870912

El dia 30, la cantidad que recibiria es 536,870,912 centavos o $5,368,709.12.

d) Entiend: v waduzca  Para determinar el monto total recibido duran-
te los 30 dfas. determmaremos la trigésima suma parcial,

ﬂ}{l ot )“n:l
T =y
— (L=2")
i 1 =2
_ 1(1 — 1,073,741,824)
- -1
= 1,073,741,823

2 Por lo tanto, durante los 30 dias el monto total que recibiria por este mé-
tcu:lo seria 1,073,741,823 centavos o $10,737,418.23. El monto recibido por este método
sobrepasa por mucho los $30,000 que recibiria si eligiera $1000 diarios durante 30 dias.

a resuelva el ejercicio 87
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Péndule En cada oscilacion (de izquierda a derecha o de derecha
a 1zqmerda], cierto péndulo recorre el 90% de la distancia recorrida en la oscilacién
anterior. Por ejemplo, si la oscilacion a la derecha fue de 10 pies, 1a oscilacion de regre-
so hacia la izquierda es de 0.9 X 10 = 9 pies (vea la figura 11.1). Si la primera oscilacion
es de 10 pies, determine la distancia total recorrida por el péndulo hasta el momento en

que se detiene.

serie geométnca mﬁmta,mn a; =
a;

S =

Sml:

FIGURA 11.1

{Qué es una sucesion geométrica?
¢ Qué es una serie geométrica?

W

geométrica,
4. ;Qué es una serie geométrica infinita?

5. En una serie geométrica, si |r| < 1, jhacia dénde se aproxi-

ma " cuando n se hace cada vez mas grande?
6. fLa suma de una serie geométrica infinita existe cuando
r| =17

Explique como determinar la razén comin en una sucesién

Este problema se puede considerar como una
= 10y r = 0.9. Por lo tanto, podemos utilizar la férmula

para determinar la distancia total recorrida por el péndulo.
-r

a; 0 _E_ ]
T 00 o g

Cuando el péndulo se detenga, habra recorrido 100 pies.

b '!- d MNesueiva i '__:E"._-'..-

e
It
™
w

Mathiyy — Mysathisl]

Mat bl My RathLak

7. En una serie geomélrica, ;puede ser negativo el valor de r?

8. En una serie geométrica, jpuede ser positivo el valor de r?

9. En una serie geométrica, sia; =6y r = 1/4, jexiste 5,7 Sies
asi, jcudl es su valor? Explique.

10. En una serie geométrica,sia; = 6 yr = —2, ;existe 5.7 Si es
asi, jeuil es su valor? Explique.

Determine los primeros cinco términos de cada sucesion geométrica.

L a,=2r=3 12 g, =2,r=-3

1 1
idl.a,=6,r=5 =?2,r=§
1. 4= 90,7 = - T S

@ - I = W I = 3 a = = 4
2 a.=-1,r=-3 2 a, = 5,r= -2
1 1 1 1
ﬂa,—i,r—i 24, a =3,r=-3
Zﬁ.a,=ﬁﬂ,r=—§

Para cada sucesidn geoméirica, determine el término que se pide.

1
13. a]=6,r=—5
16, a1=%,r=4
-]931=—1‘r=

27, a, = 4,r = 2; determine ag, 28. a, = 4,r = -2; determine ag. 2 a=-12r= :lz";detcrmine dy.
1 ; ; ;
. a4 =2‘i’,r=§;dclerm1uea;. L aq =4—,r=2;datermmeam. 32, @ = 3,r = 3;determine g,
@33. a, = =3, r = <2 determine a;,. 3 g, = -10,r = =2; determine a,,. Soa=2r= %;determine .
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2 ; 1 ; 3 ;
3. a =5r= 3 determine gq. ¥ oa =50,r= E:deterrmne a. I a=-Tr=- E:dﬁtermme ar
Determine la suma indicada.
39, a; = 3,r = 2; determine ss. 40, a =7, r= —3 determine ss, i @ = 2, r = 5:;determine s,

1 . . .
2, a0 =9%r= 5 determine s, @ﬁ a; = 80,r = 2; determine 5, 44, a; = 2,r = —2; determine sy,

1 ; 3 j 2 ;
45, g, = 15, r = —E;delermme Sg. 46. a - 3; determine sq. 47, g = 9 r= E;determ.me 5.
1 .

48, a, =35,r = E;dﬂtermme S5

FPara cada sucesién geométrica, determine la razén comiin, r, y luego escriba una expresion para el término general (n-ésimo), a,

333 33 3
49, 3 — e T
2'4'8" & 3 2’4" g
52, 2,6,18,54, ... 53. 2, 6,18, —54
3112 4816 2
" 4'2°39 FIr3rary
Determine la suma de los términos en cada sucesién geométrica.
1111 11 11
ST el U BT
1. 4 i R | 333
L R T TA T Al 6 6%
4 8 4 4 4
63. 52, -,—,. Bl ey
® '5'25 39 27

Dados s, @) yr, determine n en cada serie geométrica.
5, =932, =3yr=2

5L 9,1836,72, ...
54, -1, -3,-9,-18,...
11 1 1
15 o5 s e
111 1
62 393781
_4
e

66, 5, = 80,0, =2yr=3

189 1 121 1
67, 5, = 39 =3yr= > 08 5, = 9 ,a,—gyr—g
Determine la suma de cada serie geométrica infinita.
1 1 1 16 32 64
2+1+2+E+8+ 70 8444241+ 8+3+9+E+
2 4 220 4 8 16
T2 62+ —— 4 —60 +20 — — + — — ... T4 24—+ -+ — +-
3 9 " el 3 9 3 9 2
- 12 12 12 1 1
T8, 12 - — - — - — — ... S-14—-=-—+...
@7 5 25 125 L 5 25
Escriba cada miimero con decimales periddicos (o que se repiten) como la razén de dos enteros.
T7. 0242424 ... T8, 0.454545... 79. 0.8888. ..
80. 0.375375... 0.515151... 82 0.742742...

En una sucesion geométrica, s, = 15 y a; = 405;determine ry a;.
En una sucesion geométrica, ay =27 ya; = 1;determine ry a;.
En una sucesion geométrica, a; = 28 y as = 112;determine ry a;.

FHES

En una sucesion geométrica, a» = 12 y a; = —324;determine
ry iay.

Barra de pan Actualmente una hogaza de pan cuesta $1.40.
Determine su precio al cabo de 8 afios (inicio del noveno afio),
si la inflacién creciera a una razén constante de 3% al afio. Su-
gerencia: Después de 1 afo (al inicio del segundo afio), el cos-
to de la hogaza es $1.40(1.03). Después de 2 aiios (al inicio del
tercer afno), el costo seria $1.40(1.03) y asi sucesivamente.,

88. Bicicleta Actualmente cierto tipo de bicicleta cuesta $400.
Determine su costo después de 12 afios, si la inflacién crecie-
ra a una tasa constante de 4% anual.

Masa Una sustancia pierde la mitad de su masa cada dia. Si
al inicio hay 300 gramos de la sustancia, determine

a) el niimere de dias para que sélo queden 37.5 gramos de

la sustancia.

b) la cantidad de la sustancia que queda después de 9 dias.
Bacterias El nimero de cierto tipo de bacterias se duplica
cada hora. Si al inicio habia 1000 bacterias, ;después de
cudntas horas el nimero de bacterias serd 64,0007

89,
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91,

93,

Capitulo 11

Poblacién El 1 de julio de 2005, la poblacién de Estados
Unidos era alrededor de 296.5 millones de personas, Sila po-
blacion crece a una tasa de 1.1% por afio, determine

a) la poblacidn al cabo de 10 afios.

b) el nimero de afios para que la poblacidn se duplique.
Equipo para pranja Un equipc para la granja cuesta
$105,000 y su valor disminuye 15% cada afio. Determine el
valor del equipo al cabo de 4 arios.

Luz filtrsda Lacantidad de luz que sefiltra a través de un la-

go, disminuye un medio por cada metro de profundidad.

a) Escriba una sucesion que indique la cantidad de luz que
se tiene en las profundidades de 1,2, 3,4 y 5 metros.

b) ;Cudl es el término general de la sucesién?

¢) ;Cudl es la cantidad de luz que llega a una profundidad
de 7 metros?

Péndulo Encada oscilacién (de izquierda a derecha o de de-

recha a izquierda), un péndulo recorre 80% de la oscilacién

que le precede. Si la primera oscilacién es de 10 pies, deter-

mine la distancia total que recorrié el péndulo hasta el mo-

mento que se detuvo.

. Inversién Usted invierte $10,000 en una cuenta de ahorros

98,

que paga 6% de interés anual. Determine la cantidad en su

cuenta al cabo de 8 afios.

Liquido de contraste Por razones médicas, un liquido de

contraste se inyecta a Mark Damion. Después de cada hora

quedan dos tercios del liquido de contraste que habia una
hora antes. Después de 10 horas, jcudnto liquido permanece
en el sistema de Mark?

Salto de bungee Shawn Kelly salta de un bungee desde un

puente. En el salto inicial, la cuerda del bungee se estira

220 pies. Suponga que el primer rebote alcanza una altura

del 60% del salto original y que cada rebote adicional alcan-

za una altura del 60% del rebote anterior.

a) ;Cudl es la altura del cuarto rebote?

b) En teoria, Shawna nunca pararia de rebotar, pero en la
realidad, si lo hard. Utilice la serie geométrica infinita
para estimar la distancia total que Shawna recorre en di-
reccién descendente.

Rebote 1

/i Rebote 2
:I;_/Rebote3

L A

Salto de bungee Repita el gjercicio 97 b), pero esta vez de-
termine la distancia total recorrida en direccidn ascendente.

100.

10L

w2,

l'Ba

104,

105.

Sucesiones, series y el teorema del binomio

Pelota de ping-pong Una pelota de ping-pong cae de una
mesa de 30 pulgadas de altura, Suponga que el primer rebo-
te alcanza 70% de la distancia desde que cayé y cada rebote
adicional alcanza 70% de la altura del rebote anterior.

a) (A qué altura llegard la pelota en el tercer rebote?

b) En teoria, la pelota nunca dejaria de rebotar, perc en la
realidad lo hard. Estime la distancia total que recorre
la pelota en direccion descendente.

Pelota de ping-pong Repita el ejercicio 99 b), pero esta vez

determine la distancia total recorrida en direccién ascen-

dente.

Monton de fichas Suponga que forma montones de fichas
de color negro, de tal forma que en cada montén hay el do-
ble de fichas que en el montdn anterior. Asi, tendria monto-
nes con 1, 2, 4, 8, etcétera de fichas negras. También forma
pilas de fichas rojas, iniciando con una ficha roja y luego tri-
plicando el nimero de fichas en cada montdn sucesivo. Asi,
los montones tendrian 1, 3, 9, 27, etcétera fichas rojas.
{Cudntas fichas mds habri en el sexto montén de fichas ro-
jas que en el sexto montdn de fichas negras?

] |

Montdin de monedas Siinicia con $1 y duplica su dinero ca-
da dia, jcudntos dias tardard en superar $1,000,000?

Depreciacién Un método de depreciacién de un articulo
en los impuestos a los ingresos es el método de disminucidon
de saldo. Con este método se deprecia cada afio un porcen-
taje dado del costo del articulo. Suponga que un articulo
tiene una vida de 5 afios y se deprecia por medio del méto-
do de disminucion de saldo. Entonces, al final del primer

1
afio, pierde 5 de su valor y conserva 5 de su valor. Al final

del segundo afio pierde ;lqn de los g“restamcs y asi sucesiva-

mente. Un automdvil tiene una expectativa de vida de 5 afios

y cuesta $15,000,

a) Escriba una sucesién que muestre el valor del automé-
vil para cada uno de los primeros 3 afios,

b) ;Cudl es el términe general de esta sucesién?

©) Determine el valor del automdvil al final de los 5 anos.

Valor de desecho En el gjercicio 77, de la pigina 635, en el

conjunto de gjercicios 9.6, se dio una férmula para el valor

de desecho, Este valor, S, es § = ¢(1 — r)" donde c es el cos-
to original, 7 es la tasa de depreciacién anual y 7 es el nime-
ro de afios que el objeto se deprecia.

a) Sino ha resuelto el problema 103 anterior, hdgalo aho-
ra para determinar el valor del automavil al final de los
5 afios.

b) Utilice la férmula dada para determinar el valor de de-
secho del automdévil al final de los 5 afios y compare esta
respuesta con la respuesta que encontrd en la parte a).

Rebote de una pelota Una pelota se deja caer desde

una altura de 10 pies, La pelota rebota hasta una altura

de 9 pies. En cada rebote sucesivo, la pelota se eleva hasta
el 0% de la altura anterior. Determine la disrancia vertical
total que recorre la pelota hasta que se detiene.



106.

109,

Accidn de las ondas Una particula sigue la trayectoria que
se muestra en la onda. Determine la distancia vertical tofal L"S

que recorre la particula.

b—— —— = = = — =
e e e e

147,

Examen de mitad de capitulo 723

La férmula para el n€sime términe de la sucesion geome-
tricaesa, =a;r" L Sig =1la,=r

=1

a) Compare las grificas de y; = 2" 'y y, = 3", ;Cémo
son?

b) Grafique y; y y»y determine si su respuesta a la parte a)

fue correcta.

Utilice su calculadora graficadora para decidir el valor de n,
al centésimo més cercano, de modo que 100 = 3.2,

Determine la suma de la sucesion 1, 2, 4, §,. .., 1,048,576 y el niimero de términos en la sucesion.

. Sea f(x)=x"—dyg(x)=x—-3.
Determine (f-g)(4).

Multiplique (2x — 3y)(3x* + dxy — 2)7).

2a

Despejerde § =
peje rde ro—

113, Seag(x) = ¥’ + 9. Determine g7 x).
114. Resuelvalogx + log (x — 1) = log 20.
i1 115, Vela de un velero Una vela de un velerc tiene la for-
ma de un tridngulo rectingulo con un perimetro de

36 metros y una hipotenusa de 15 metros. Determine
la longitud de cada cateto del tridngulo.

Para determinar su comprension del material que se ha abordado hasta este momento, resuelva este pequefio examen. Las respuestas,
ylaseccidn en la que se traté el material por primera vez, se proporcionan al final del libro. Repase el material de las preguntas que
respondié de forma incorrecta.

1.

Escriba los primeros cinco términos de la sucesién cuyo
n-ésimo término esa, = —3n + 5,

2. Sia, = n(n + 6), determine el séptimo término.

3. Determine la primera y la tercera suma parcial, s; y 55, para

5‘

10.

la sucesién cuyo término n-ésimo esa, = 2" — 1,

Escriba los tres términos siguientes de la sucesion 5, 1, =3,
o i 1 B

5
Evaliie la serie ¥, (4i — 3).
i=1

; ; ; 1 :
. Siel término general de una sucesiénes a,, = Eﬂ + 7, escriba

una expresion mediante X para representar la quinta suma
parcial.

Escriba los primeros cuatro términos de la sucesidn aritméti-
ca cong, = —6 y 4 = 5. Determine una expresién para el tér-
mino general a,,.

11
2

Determine 4 para la sucesion aritmética con a;

y

G = =,

2

Determine r para la sucesién aritméticacong; = 22,4, = -3 .,

yd=-5

Determine la diferencia comin, 4, y 1a suma, s¢, para la suce-
sién aritméticacon g = —8yag=17.

11

12,

13

14,

S

18.
19,

7 o ; ; 5
Determine sy para la sucesion aritmética con @ = 3 y
i 1

>

Determine el niimero de términos en la sucesidn aritmética
-7,0,7,14,...,63.

Se apilan troncos en una pila con 16 troncos en la fila infe-
rior, 15 en la siguiente, 14 en la otra, y asi sucesivamente has-
ta que la fila superior termina con un tronco. Cada fila tiene
un tronco menos que la fila que le precede. ;Cudntos troncos
hay en la pila?

Escriba los primeros cinco términos de la serie geométrica

cong; =80y r = —

5
1
Determine a- para la sucesién geométricacona,; =8lyr = 3
Determine s¢ para la sucesion geométricacona; =5yr =2,
: i 16 32 64 :
Para la sucesion geométrica 8, 39 T ..., determine r.
4 4

Determine la suma de la serie infinita 12, 4, 379

Escriba el decimal periddico 0.878787... como un cociente
de dos enteros.

a) ;Qué es una sucesion?

b) ;Qué es una sucesion aritmética?

¢) ;Qué es una sucesion geométrica?

d) ;Qué es una serie?
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dtilizar el tridngulo de Para comprender el teorema del binomio debe entender lo que son los factoriales. La
notacién n! se lee “n factorial”. Su definicion es la siguiente.

nl =nn-1)(n - 2)(n - 3)---(1)
para cualquier entero positivo a.

=6-5-
‘? =7-6-
Observe que, por definicion, 0! es 1.

A continuacién explicamos como determinar factoriales por medio de una calcu-
ladora.

43 =?2(Il
*5-4-3

Los factoriales se pueden obtener en calculadoras que tienen una tecla |n!| o [x!| Con frecuencia, la tecla de factorial es una tecla
de segunda funcién. En los ejemplos siguientes, las respuestas aparecen después de

Evaluar 6! 6 EI 720

Evaluar 9! 9[2*[n!] 362880

Las calculadoras graficadoras no tienen una tecla de factorial. En algunas calculadoras graficadoras los factoriales se
determinan en| MATH |, en el mend de funciones de probabilidad.

En la calculadora T1-84 Plus, para obtener el menii de funciones de probabilidad, PRB, presione | MATH I y luego

despldcese hacia la derecha, con la tecla de flecha IEL tres veces hasta que obtenga PRB. Lan!(o!) es el cuarto elemento del me-
ni descendente.
Para determinar 5! o 6!, siga esta secuencia cle teclas,

5] (s o) o] o) (e [ i
(6] [vaTH] ] 3] [ 4] [ENTER] 720

Mediante la multiplicacion de polinomios podemos obtener los siguientes desarrollos
de las potencias del binomio a + b:

(a + b) =
(ﬂ+b)1—a+b

(a+ b)? =d + 2ab + b
(

a+b)=a +3ab + 3ab® + b

(a + b)* = a* + 48°h + 62°H + 4ab® + b

(a + b) =& + 5a*b + 10a°b* + 10a’V® + Sab* + b

(a+ b)s = a® + 6a°b + 154*b* + 20a°b* + 15a%* + 6ab® + b°
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Observe que al desarrollar un binomio de la forma (a + b)",

1. Existen n + 1 términos en el desarrollo.

2. El primer término es o" y el dltimo término es b,

3. Si se leen de izquierda a derecha, los exponentes de a decrecen en 1 de un térmi-
no a otro, mientras que los exponentes de b aumentan en 1 de un término a otro.

4. La suma de los exponentes de las variables de cada término es n.

5. Los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son iguales,

Si s6lo examinamos las variables en (a + bY, tenemos &, a*b, a’b%, a®b°, ab* y b°.

Podemos determinar los coeficientes numéricos de cada término del desarrollo de
(a + b)" con el tridngulo de Pascal, llamado asi en honor de Blaise Pascal, matematico
francés del siglo diecisiete. Por ejemplo, si n = 5, podemos determinar los coeficientes
numéricos de (a + b)° como sigue.

Blaise Pascal
n=10 1
n=1 1 1
n= 1 2 1
n= 1 3 3 1
n= 1 4 6 4 1
n= 1 5 10 10 5 1
n= 1 6 15 20 15 6 1

Examinemos el renglén 5 (r = 4) y el renglon 6 (n = 5).
1+4+6+4+1
1 5 10 10 5 1

Observe que el primero y el tltimo nimero de cada renglén son 1, y que los mimeros
interiores se obtienen sumando los dos nimeros del renglén anterior (a la izquierda y
a la derecha). Los coeficientes numéricos de (2 + b)° son 1, 5, 10, 10, 5 y 1. Asi, pode-
mos escribir el desarrollo de (a2 + b)° mediante la informacién de los incisos 1 a 5 ante-
riores para las variables y sus exponentes, y utilizando el triingulo de Pascal para sus
coeficientes.

(a + b)Y = @’ + 54°b + 10 + 10a°H + Sab* + b°

Este método de desarrollo de un binomio no es préctico cuando r es grande.

En breve presentaremos un método maés préctico, llamado teorema del binomio, para
desarrollar expresiones de la forma (a + b)" Sin embargo, antes de presentar esta

férmula necesitamos explicar como determinar los coeficientes binomiales de la for-

n
ma ¥
r

Para n y r enteros no negativos, n = r.

(f) - r!-(r?"!’ir_n!
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= B : n H . 4
El coeficiente binomial (,«) se lee “el nimero de combinaciones de n elementos

tomando r a la vez”. Las combinaciones se utilizan en muchas dreas de las matemati-
cas, incluyendo el estudio de la probabilidad.

. (6
Evalie ( N )
Por la definicion, si sustituimos 5 en vez de n y 2 en vez de r, obtenemos
(6) 3 6! 6 65 4s3-21 ik
2/ 20-(6-2) 2.4 (2-1)-(4-3-2+1)

6
Asi, (2) esigual a 15,

Evalie

|

7 7!
”(4)=m-m—4n=4bm

m(

“}G): s _ s _1_.
o/ o-(5-0y o5t 1

oo

)_ 8! __ & 1
T BI(8—8)  8&-00 1

oo

2 al atarcicin

 ANOFAa resueiva €l €jercicio

Al estudiar los ejemplos 2 b) y €) puede deducir que para cualquier entero positivo n,

(=1 (5)=

Todas las calculadoras graficadoras pueden evaluar los coeficientes binomiales. En la mayoria se utiliza ,C, en lugar de

7
(n ) Asi, ( 4) se representaria como ;C, en esas calculadoras,

r
En la calculadora T1-84 Plus, la notacion ,,C, se puede encontrar en €l mend de funciones de probabilidad, PRB. En esta oca-
sion, el elemento 3 es ,C,. Para determinar ;C, o bien 4C, utilice la secuencia de teclas siguiente:

. 1) ] o) o] o) (3] 3] [ 5
. 5] (warn] (3] 5] o] (3 2] (e 2

Si utiliza una calculadora graficadora diferente, consulte el manual para aprender a evaluar combinaciones.

Ahora presentaremos el teorema del binomio.

Para cualquier entero positivo n,

w-+m~=(g)ww°+(ﬁ)m-wl+(;)dv%z+(:)wﬁ%ﬂ+_-+(ﬁ)ww
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Observe en el teorema del binomio que la suma de los exponentes de las variables
en cada término es 7. En la combinacién, el nimero de arriba siempre es n y el nime-
ro inferior siempre es igual al del exponente de la segunda variable del término.

g 3 : o Yy
Por ejemplo, si consideramos el término a"~*b’, la suma de los exponentes de

las variables es (n —3) + 3 = n. Ademis, el exponente de la variable b es 3,y el nime-
ro inferior de la combinacién también es 3.

Si las variables y los exponentes en un término del teorema del binomio son a'b’,
entonces n debe ser 7 + 5 = 12, También, la combinacién que precede a a’h” debe ser

( 152 ) Asi, el término seria ( 152 )a"b-‘.

Ahora desarrollaremos (a + b)’ mediante el teorema del binomio y veremos si ob-
tenemos la misma expresion que cuando utilizamos la multiplicacidén de polinomios y
el tridngulo de Pascal,

5 — 5) 5 (5) 5—1pl (5) 5-2p2 (5) -3p3 (5) —apd (5) 5-5pS
(a + b) (Gab"+1ab+2zrb+3a5b+4asb+5ab
(ﬂ)ﬁb"'f' 1ab+ 2&b+aazb3+4ab+5a“b

_ s st o, St ., S 51, S
=0s® T aft t ot 5t i s

= g + 5a°bh + 108 + 10a2h* + 5ab* + b°

b.'r

Esta es la misma expresién que obtuvimos antes.

En el teorema del binomio, el primero y tiltimo términos de un desarrollo contie-
nen un factor elevado a la potencia cero. Como cualquier niimero distinto de cero ele-
vado a la potencia 0 es igual a uno, podriamos haber omitido esos factores, pero los
hemos incluido para que observe mejor el patrén.

Utilice el teorema del binomio para desarrollar (2x + 3)5,

Si utilizamos 2x como a y 3 como b, obtenemos
@xr3=(8 ) v+ (S)evrer+ (§)enrer+($)ever+ (§)ever+ () ener+(§)ever
= 1(20)% + 6(2x)°(3) + 15(2x)%(9) + 20(2x)*(27) + 15(2x)2(81) + 6(2x)(243) + 1(729)

= 64x° + 576x° + 2160x" + 4320x° + 4860x° + 2916x + 729

Utilice el teorema del binomio para desarrollar (5x — 2y)".

Escribimos (5x — 2y)* como [Sx + (—2y)]* En el teorema del binomio,
ullhzamos Sxenvezdeay —2yen vezde b.

e+ (201 = (3 Jsmr-ame + (Dsoran + (§)swr-ame + (3o + (§ )sar-2n
= 1(5x)* + 4(5x)*(=2y) + 6(5x)(—2y)* + 4(5x)(—2y)® + 1(—2y)*

= 625x* — 1000x*y + 600x%y* — 160xy* + 16y*
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L

2
3

4

Explique c6mo construir ¢l tridngulo de Pascal. Construya

los primeros cinco renglones del tridngulo de Pascal.

Explique cémo determinar n! para cualquierentero no negativo. ?

Proporcione el valor de 1!
Proporcione el valor de 0!

Evaliie cada una de las combinaciones.

14.

()
(7)

10 (§)

ou ()

Utilice el teorema del binomio para desarrollar cada expresion.

@

2L
23,

27,

@ .

{x + 4)3
(2x - 3)°
(@ —b)*
(3a - b)°

(o)
G-

Escriba los cuatro primeros términos de cada desarrollo.

&3
ELE

35,

(x + 10y
(3 ~3)
(2 = 3"

(nlesigualan:(n — 1)!? Explique y proporcione un ejem-
plo que apoye su respuesta,

{(n+ 1) esigual a (n + 1)-n!? Explique y proporcione un
ejemplo que apoye su respuesta.

{Es (n — 3)!ipual a (n — 3)(n — 4)(n — 5)! paran = 57 Ex-
plique y proporcione un ejemplo que apoye su respuesta.
¢Es (n + 2)!igual a (n + 2)(n + 1)(n)(n — 1)! paran =17
Explique y proporcione un ejemplo que apoye su respuesta.

¢+ Bajo qué condiciones (.::t ) ,tendrd un valor de 1?7 Considere

que 1 y m son enteros no negativos,

47. Determine la interseccién con el eje y de la recta
2x+y=10.

48. Resuelva el sistema de ecuaciones,

11
—x+y=4
g T g

2 _8
3* " Y =3

g B RERSE

L

B B

S

MiyMsthiob

MyMathLab

Math'x

Mathxl”

(Puede evaluar (—3)!7 Explique.
{Puede evaluar (—6)!7 Explique.

. {Cudntos términos hay en el desarrollo de (a + b)™? Ex-

plique.

. (Cudntos términos hay en el desarrollo de (x + ¥)**? Ex-

plique.

(Puede (:;) llegar a tener un valor de 07 Explique.

¢{Cuiles son el primero, segundo, peniiltimo y iiltimo térmi-
nos del desarrollo de (x + 3)%?

{Cuiles son el primero, segundo, peniiltimo y dltimo térmi-
nos del desarrollo de (2x + 5)°7

FEscriba el teorema del binomio usando notacidn de suma.

n n y
Demuestre que (r) = (n _ r) para cualesquiera enteros

no negativos n y r,con r = n.

49, Resuelva x(x — 11) = —18,
S0, Simplifique V' 20xy* V6x'y,

51 Determine f~'(x) si f(x) = 3x + 8.



Resumen 729

Seccién 11.1

Una sacesion de nimeros es una lista de mimeros acomodados
en un orden especifico. Cada nimero se denomina término de
la sucesion.

Una sucesidn infinita es una funcién cuyo dominio es el conjunto
de los nlimeros naturales,

Una sacesion finita es una funcién cuyo dominio sélo incluye a
los primeros n nimeros naturales,

El término general de una sucesidn, a,, puede determinar la suce-
sidn.

Una sucesion creciente es una sucesion en la que cada término es
mayor que el término que le precede.

Una sucesidn decreciente es una sucesion en la que cada término
es menor que el término que le precede.

Una serie es la suma de los términos de una sucesién. Una serie
puede ser finita o infinita.

Una sama parcial, 5, de una sucesion infinita, a, @, a3, ..., @, ...
s la suma de los primeros n términos. Esto es,

5 =64

H=at a4

=4+ ata

S, = ta+tat-+a,

Una serie puede escribirse mediante la notacién de suma:

n
a; = iy +ag+a3+"'+a‘!.
i=1
i es ¢l indice de la suma, n es el limite superior de lasumay 1 esel
limite inferior de la suma.

2, 6,10, 14, 18, 22, ...es una sucesion.
7,14,21,28, 35, 42, ... es una sucesion.

Dominio: {1, 2, 3, 4, ..., n, ...}

Rango: {7, 14, 21, 28, ... Tm, ...}
La sucesion infinita es 7,14, 21,28, ....

Dominio: {1, 2, 3, 4}
Rango: {4, 8, 12, 16]

La sucesion finita es 4, §, 12, 16,

Sea a, = n* — 3. Escriba los primeros tres términos de esta sucesion
a=1"-3=-2
s 22 -3=1
ay=3-3=48

Los primeros tres términos de la sucesién son -2, 1, 6.

—2,5,7, 11 es una sucesion creciente,

50, 48, 46, 44 es una sucesion decreciente.

Silasucesién es 1, 3, 5, 7, 9, entonces la serie es
14+34+54+474+9=125
11 1 14
Si i0 === e L= e
1lasm:ﬂsmufs3,g,ﬂ (3)
entonces la serie sl+l+--1—+---+ 1 J'+
O erices3 + o+ 5o 3

S5+ n

Seaa, = ——, Calcule 5, y 53.
n
5+1 6

S]=a]= 12 =T=6
5= a4+ a;+ ay

S4+1 542 543
= Y@ t g
149 "3

iﬁﬁ—?yﬁsd—7&H3Q—?ywsﬂ—7wwy4—ﬂ

=1
=—4-1+2+5=2
Sia,=6n"+11,la tercera suma parcial, 53, en la notacion de su-
ma, se escribe como E l[éi.l'2 + 11).

i=1
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Secddn 11.2
Una sucesidn aritmética es una sucesion en la que cada término sién aritmética Diferencia comd
después del primero difiere del término que le precede en una 13.18.23.. .. d=8-3=35%
» - co - i d_ 3\ 81 ) \231
Micecacls Fom 20,14,8,2,—4,... d=14-20=—6
El n-ésimo término, a,, de una sucesion aritmética es El n-ésimo término de la sucesién aritmética conag, = 7y d = —Ses
a,=a + (n—1)d a, =7+ (n - 1){-5)
=7-5n+5
= —51 + 12

Para esta sucesion, el vigésimo término es

ayy = —5(20) + 12 = -100 + 12
= —§88
Una serie aritmética es la suma de los términos de una sucesion Determine la suma de los primeros 30 nimeros naturales, Esto
aritmética. La suma de los primeros n términos, s, de una suce- es, determine la suma de
il;;leasntmeuca, también conocida como la n-ésima spma par- 142 +3 4430
S S e A i e Como g = 1,43 =30y n=30,la suma es
Para una serie aritmética, esta suma estd determinada por la formula 30(1 + 300 30(31) 465
5 — — —
_ n{a, + a,) * 2 2
e 2
Secddn 11.3
Una sacesion geoméirica es una sucesién en la que cada término, n comt
a partir del segundo, es un miiltiplo comin del término que le 6
precede. El maltiplo comiin se denomina razén connin, r. 2.6,18,54,162,... r= 2 =3
1. 4. 1 =2 1
B -2, - =,... =— ==
28R "8 4
! ; 1
El n-ésimo término, a,, de una sucesién geométrica es Para la sucesidn geométricacon a; = 5,r = 5 y n =6, a se de-

termina como sigue.

1 6=-1 1 5 5
«=5(3) =3) -5

Una serie geométrica es la suma de los términos de una sucesion Para determinar la suma de los seis términos de una sucesién

a, = ﬂ]fnpl

geométrica. La suma de los primeros n términos, s,, de una su- geométrica cona, = 12y r = =, utilice la férmula con n = 6 pa-
cesion geométrica también conocida como la n-ésima suma par- ra obtener 3
cial, es
’ 148
s, =ap+tayt o+ +oa,. 12[] - (5) ] 12[] _Lg} 12(%)
Para una serie geométrica, esta suma estd determinada por la S¢ = = [
tormula ] s l E 1
a1 - r") 3 3 3
Sp=—————— ]
kR o TBY(3) 32 T
“ A\l T e

Para determinar la suma de la serie infinita

La suma de una serie geométrica infinita es 1 1 -
4—2+1—§+E+---, utilice la férmula con ¢y = 4 y

!

5m=1_}_donde|r|{1 rz—%paraobtene:r
5, = 4 =i=4-%=§or2%
g ff 1 3 3 3 3
2 2
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Seccion 11.4
n factorial
al =n(n - 1)(n - 2)(n - 3)-+ (1) 51=5-4-3-2:1=120
para cualquier entero positivo n. 8]l =8+7-6-5-4:3-2+1 = 40,320
Observe que 0! se define como 1.
Coeficientes binomiales
Para n y r enteros no negativos,n = r.
n\ _ n! (?) _ 7 T _7:6:5-4:3-20T
(r) S re(n— ) 3/ 3-(7-3)1 314l 3:2:1:4:3-2°1
R n 10 _ 0%
(&) =m(G)= (g} =t (o)~
Tearema del binomio 4 4 4
Para cualquier entero positivo, n. (x +29)= (G)x‘ ¥ (1)13(2}') * (2)12(2?)2
4 4
PRI 0 B a-11 L PP TR 3 4
(@+b) = (ﬂ)a"b + (l)a" b+ (Z)a" b+ + (3)x(2yJ +(4>{2y}
(n)ﬂ""abs PO (n)ﬂ"b" = 1-x* + 4-x%(2y) +6-2%(47) + 4-x(8)") +1-16y*
3 n = x' + 8%y + 24x? 4 32xy® + 16)°

Escriba los primeros cinco términos de cada sucesién.

2 6 n*
L a=n+5 L a=n4+n-3 Xa, =— 4 a, =
n n+4
Determine el término indicado de cada sucesién.
5. a, = 3n — 10, séptimo término. 6. a,=(-1)" 4+ 5, séptimo término.
n+ 17 . s . gl
7. a,= 3 »mhoveno térming. 8. a, = (n)(n — 3), décimo primer término.
Para cada sucesién, determine la primera y la tercera suma parcial, s, y 5.
9. a,=2n+5 W, a,=n"+8
n+3
1. a, = 12, g, = (-1)"(n + 8
= W= (17 +8)

Escriba los siguientes tres términos de cada sucesion. {uego escriba una expresion para el término general, a,,.

13. 2 4,8, 16,... 14 -27,9,-3,1,...
12438

15, o g 16. 13,9,5,1,...

Desarrolle cada serie. Luego determine la suma de cada serie.
3 4

17. > #+9 18. (i +5)
je=1 =1

’9 5 !-2 4 i

20 2

FParael conjunto de valores x, = 3,x, =9, x3 = 7, x, = 10, evaliie la suma que se indica.

2. EI: 22 E(IJJQ

j=1

23. é(xf +1) 24, (2.1:4)2

{=2
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En los ejercicios 25 y 26, considere los rectangulos siguientes. Para el rectdngulo n-ésimo, la longitud es n + 3 y el ancho es n.

L. 2

4 5 6 I

25, Perimetro
a) Determine los perimetros de los cuatro rectdngulos, y luego liste los perimetros en una sucesidn,

b) Determine el término general para el perimetro del rectingulo n-ésimo en la sucesién. Utilice p,, para el perimetro.

26. Area
a) Determine las dreas para los cuatro rectingulos, y luego liste las dreas en una sucesion.
b) Determine el término general para el drea del rectingulo n-ésimo en la sucesién. Utilice a,, para el drea.

| Escriba los primeros cinco términos de la sucesin aritmética con el primer término y la diferencia comin indicados.

27031=5,d=3 23.&1=5,d=—%

1

2, a,==,d=-2 3. a = -100,d = ¢

b | =

FPara cada sucesion aritmética, determine el valor gque se indica.

S

3L g, = 6,d = 3; determine g, a = 10, a5 = —18; determine d.
3. @ = —3,a = 2; determine 4. M. ay=22,a,= —3,d = —5; determine n.

Determine s, y d para cada sucesién aritmética.

3Boa=Tag=21,n=8 3. a=-12a=-48n=17
3 13 10
37 ﬂ1=5,ﬂs=?-ﬂ=ﬁ 38, ﬂ1=_?,ﬂq=_6,ﬂ=g

Excriba los primeros cuatro términos de cada sucesién aritmética. Luego determine ay y 5.

3, g,=-7,d = 4

41 a, = ,d=

o L
L | b

40. a, =4,d = -3

42, iy =—Eﬂ,d=5

Determine el niimero de términos en cada sucesion aritmética. Luego determine s,,.

43, 4,9,14,..., 64

6912 36
10°10' 10" 77" 10

M. -7, -4,-1,...,11

46. —9,-3,3,9,...,45

Determine los primeros cinco términos de cada sucesicn geométrica.

47, a,=6,r =12

2
49, a,—Qﬂ,r——i

Determine el término que se indica de cada sucesién geométrica.

1 .
5L gy =6,r= E:detemuneas

53 g = -8 r = —3; determine a4

48, g, = -12,r =

L e s

S oa =-20,r=

52, a, = 15, r = 2; determine a,

54.a1=

JF = 5; determine as

12



Ejercicios de repaso

Determine cada suma.

: 1 5
55. 4 = 7, r = 2; determine s; 56 g, = -84, r = —E; determine s

5. a=%r= 2 determine s,

94 53.&1=3,r

=5 determine s,

Para cada sucesién geométrica, determine la razén comiin, r, v luego escriba una expresion para el término general, a,.

50, 6,12,24,... 60, —4, =20, -100, ...
10 10 9 18 36

6l 10, —,—,... i Y
*3'9 i 5715 45

Determine la suma de los términos en cada sucesion geométrica infinita.

733

558 3 2 4
63. TR R 64, _111_1_1-
2 248 2 528
8 8 & 8§ 16
65, —3.5.—6.2“‘,}'-- 66. —6, —4, R T
Determine la suma de cada serie infinita,
9 9 9
67. 16 + 8 +4+2+ 1+ ﬁﬁ.9+§+§+ﬁ+--
1 1 8§ 16 32
9. 5-1+=-—+... W 4= = —m
5 25 '3 9’ 27
Escriba cada miimero con decimales periédicos como una razén de enteros.
1. 0.363636... T2 0.621621...
Utitice el teorema del binomio para desarrollar la expresién.
7. (3x + y)* T4, (2x - 3y2)
Escriba los cuatro primeros términos del desarrolfo.
75, (x — 2y)° 76. (24° + 3b)°
Ti1. Sumade enteros Determine la suma de los enteros entre 101 80. Dinero Usted inicia con $100, lo duplica para obtener $200,

78.

v 200, inclusive.

Barriles de petrdleo Los barriles de petrdleo estin apilados

con 21 barriles en la fila inferior, 19 barriles en la segunda fi-

la, 18 barriles en la tercera fila, y asi sucesivamente, hasta la

fila superior que sélo tiene un barril. ;Cudntos barriles hay?

Salario A hmed Mocanda acaba de iniciar en un trabajo nuevo

con un salario anual de $36,000, Se le ha dicho que su salario

aumentard $1000 por afio durante los préximos 10 afios.

a) Escriba una sucesion que muestre su salario para los pri-
meros 4 afios,

b) Escriba un término general de esta sucesion.

¢) ;Cudlserd su salario dentro de 6 afios?

d) ;Cudnto dinero obtendrd en total en los primeros 11
afios?

81

82,

83.

nuevamente lo duplica para obtener $400, y asi sucesivamente.
¢Cudnto tendrd después de realizar este proceso 10 veces?
Salario Gertude Dibble inicié un trabajo nuevo el dia 1 de
enero de 2006, con un salarioc mensual de $1600. Su jefa ha
acordado darle 4% de aumento cada mes, durante el resto
del aiio,

a) ;Cual serd el salario de Gertude en julio?

b) ;Cudl serd el salario de Gertude en diciembre?

¢} ;Cudnte dinero ganard Gertude en 20067

Infiacién Si la tasa de inflacién fuese constante del 8%
anual (cada afio el costo de la vida es 8% mayor que el afio
anterior), jcudnto costaria dentro de 12 afios un producto
que ahora cuesta $200?

Péndulo En cada oscilacién (de izquierda a derecha o de de-
recha a izquierda), un péndulo recorre €l 92% de lo que re-
corrié en la oscilacion que le precede. Si la primera
oscilacion es de 12 pies, determine la distancia recorrida por
el péndulo hasta el momento en que se detiene.
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Para determinar el nivel de comprensién del material del capitulo, haga este examen de préctica. Las respuestas y la seccion
/Q donde se estudia por primera vez el material, se proporciona en la parte final del libro. Ademds, cada problema esti
k_/ completamente resuelto en el Chapter Test Prep Video CD. Revise el material de aguellas preguntas que respondio de forma

mcorrecia.
L ;Qué es una serie?
2, a) ;Qué es una serie aritmética?
b) ;Qué es una serie geométrica?
3. Escriba los cinco primeros términos de la sucesin, si
n—2
3n
4. Determine la primera y la tercera sumas parciales, si
2n + 1
Gy ="—"7.
n
5. Desarrolle la serie siguiente y determine la suma de la serie.

i{ﬂ2+3)
i=1

a, =

4
6. Parax; =4,x,=2 x; =8 yx; =10 determine 2_ (x>
i=1

7. Escriba el término general de la sucesion aritmética siguiente.

12272
3Tttt
8. Escriba el término general de la sucesion geométrica si-
guiente,
5,10, 20, 40, ..

En los ejercicios 9 y 10, escriba los primeros cuatro términos de
cada sucesion.

9. a,=15d=-6

5 2
10, g, = —,r==
T T3
11. Determine a;y cuandoa; =40y d = -8,
12, Determine s; para la sucesién aritmética con g, = 7 y
dg = —12.

13, Determine el ndmero de términos en la sucesion aritmética
—4, -16, -28,..., —136,

| b

14. Determine agcuando g, =8y r =

15,
16,

17,

. 3
Determine s; cuando a;, = Eyr = -5,

Determine la razén comiin y escriba una expresion para el
término peneral de la sucesidn 15, 5, %, ;—, g
Determine la suma de esta serie geométrica infinita.
e
3 9 27

Escriba 0.3939. .. como una razdn de enteros.

. (8
Evalie (3)

Utilice el teorema del binomio para desarrollar (x + 2y)*,
Media aritmética Las calificaciones de los exdmenes de Paul

Misselwitz son 76, 93, 83, 87 y 71. Utilice X = %pm’a deter-
minar la media aritmética de las calificaciones de Paul.

Una pila de froncos Se apilan troncos con 13 piezas en la fila
inferior, 12 troncos en la segunda fila, 11 troncos en la terce-
ra fila, y asi sucesivamente hasta la parte superior, ;Cudntos
troncos hay?

Ahorro para el retiro Con la finalidad de ahorrar para su re-
tiro, Jamie Monroe planea ahorrar $1000 el primer afio, $2000
el segundo afio, $3000 el tercer afio, e incrementar la cantidad
ahorrada en $1000 en cada afio sucesivo. ;Cudnto habri aho-
rrado al final del vigésimo afio de estar ahorrando?

Ingresos Yolanda Rivera gana $700 a la semana trabajando
en una oficina de seguros. Su jefe le ha garantizado un au-
mento de 4% a la semana durante las siguientes 7 semanas,
{Cuanto recibiri en la sexta semana?

Cultivo de bacterias El nimero de bacterias en un cultivo se
triplica cada hora. Si al inicio habia 500 bacterias en el culti-
V0, jcudntas bacterias habrd en el cultivo al final de la sexta
hora?

Resuelva el examen siguiente y verifique sus respuestas con las que aparecen al fina! del libro. Revise las preguntas que haya respondido
en formaincorrecta. Laseccién y objetive donde se estudia el material se indica después de la respuesta.

1
L Despeje bde A = Ebh.

2, Determine una ecuacién de la recta que pasa por (4, —2) y
(1, 9). Escriba la ecuacién en la forma pendiente intercep-
cion.

3. Resuelva el sistema de ecuaciones.

x+y+z=1
x4+ 2y+2z =2
x+3y+3z=3

4 Multiplique (5x + 4x* — 6x + 2)(x + 5).
5. Factorice ¥ + 2x — 6x* — 12.
6. Factorice (a + b)* + 8(a + b) + 16.
x—1
7. Reste5 — m
8. y varia directamente con el cuadrado de z. 8i y es 80 cuando
z &s 20, determine y cuando z es 50.
9. Si f(x) =2¥Vx — 3y g(x) = ¥5x — 15, determine todos

los valores de x para los cuales f(x) = g(x).



10.
1.

12,

14,

Resuelva vox — 5 — V2r + 6 — 1 =0.
Resuelva completando el cuadrado.

X +2x+15=0
Resuelva por medio de la férmula cuadritica

x 1

. Niimeros El doble del cuadrado de un niimero positivo, dis-

minuido en nueve veces el mismo nimero da como resultado
5. Determine el niimero,

Grafique y = x* — 4x y etiquete los vértices,

15,
16.
17.
18
19.
20,

Examen de repaso acumulativo 735

Despeje a de log‘,vﬁ;z =6

Grafique y =2* - 1,

Determine una ecuacién de una circunferencia con centroen
(—6,2) yradio 7.

Grafique (x + 3)* + (y + 1)* = 16.

Grafique 9x* + 16)* = 144,
Determine la suma de la serie geométrica infinita.

8§ 16 32
6+d+-+—+ =+
3 9 27



