["unciones exponenciales
y logarftmicas

Las funciones exponenciales y logarftmicas
tienen una amplia variedad de aplicaciones,
algunas de las cuales se analizardn a lo lar-
go de este capltulo. Probablemente usted
ha leido en articulos de periddicos y revis-
tas que algunas cosas, como el gasto en
servicios de salud, el uso de Internet y la
poblacién mundial, por efemplo, crecen a un
fritrno exponencial; cuando termine de estu-
diar este capftulo entenderd con claridad lo
que esto significa.

También hablaremos de dos funciones
especiales, la funcién exponencial natural y
la funcién logarftmica natural. Muchos fe-
ndmenos naturales, como el fechado con
arbono, el decaimiento radiactivo y el cre-
cimiento de los ahorros invertidos en una
cuenta en la que el interés se capitaliza de
forma continua, pueden describirse por me-
dio de funciones exponenciales naturales.
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SL DEFARTAMENTD DE ECOMOMIA y Asuntos Sociales de Estados Unidos, utiliza
modelos matemadticos para hacer cdlculos y proyecciones respecto de la poblacién
mundial. Hoy en dia, la poblacién mundial crece en alrededor de 1.13%
anualmente. Puesto que el crecimiento poblacional puede determinarse como un
porcentaje en lugar de hacerlo como una cantidad fija, se modela por medio de una
funcién exponencial, en vez de hacerlo mediante una funcion lineal. En el
gjercicio 79 de la pigina 646, investigaremos el efecto que tendrian diferentes tasas

de crecimiento sobre la poblacién mundial,
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Capitulo 9 Funciones exponenciales y logaritmicas

FIGURA 9.1

La parte central de este capitulo son los logaritmos; sin embargo, antes de poder estu-
diarlos analizaremos las funciones compuestas, las funciones uno a uno y las funciones
inversas. Empezaremos por las funciones compuestas.

™

A menudo nos enfrentamos con cantidades que son funciones de una variable; esas va-
riables, a su vez, son funciones de otra variable. Por ejemplo, el costo de transmitir un
mensaje publicitario durante un programa de television podria ser funcion de la califi-
cacidn que le da la empresa Nielsen a ese programa; por su parte, la calificacién que
asigna Nielsen es una funcién del nimero de telespectadores que lo ven. Al final, el
costo de la publicidad puede verse afectado por el nimero de telespectadores. Funcio-
nes como ésta se denominan funciones compuestas.

Consideremos otro ejemplo; suponga que 1 délar estadounidense puede cambiarse
por 1.20 délares canadienses, y que 1 délar canadiense puede cambiarse por 9.3 pesos
mexicanos. A partir de esta informacién, podemos convertir 20 délares estadouniden-
ses a pesos mexicanos utilizando las funciones siguientes.

g(x) = 1.20x (dolares estadounidenses a délares canadienses)
f(x) = 9.3x (dolares canadienses a pesos mexicanos)

Si hacemos x = 20), es decir, 20 délares estadounidenses, entonces, mediante la fun-
cién g podemos convertirlos en $24 délares canadienses de esta forma:

g(x) = 1.20x
g(20) = 1.20(20) = 2 dolares canadienses
A su vez, los 24 ddlares canadienses se convierten en 223.20) pesos mexicanos me-
diante la funcién f:
flx) = 93x
f(24) = 9.3(24) = 21300 pesos mexicanos
(Existe alguna forma de hacer la conversion sin realizar esta cadena de célculos?
La respuesta es si. Un délar estadounidense puede convertirse a pesos mexicanos sus-
tituyendo la x de la funcién f(x) por 1.20x, que aparece en la funcion g(x). Esto da una

nueva funcion, A, con la que podemos convertir directamente délares estadounidenses
en pesos mexicanos.

g(x) = 120x f{x) =93x
h(x) = flg(x)]
=9.3(1.20x)
= 11.16x

Por lo tanto, por cada délar estadounidense, x, obtenemos 11.16 pesos mexicanos.
S§i sustituimos $20 por x, obtenemos 223.20 pesos, que es lo que esperibamos
h(x) = 11.16x
h(20) = 11.16(20) = 2
La funcién h, denominada funcién compuesta de f con g, se denota con (f - g) y se lee

“f compuesta con g”, o “fog”. La figura 9.1 muestra como la funcién compuesta, ki, re-
laciona a las funciones f y g.

Délares Ddlares Pesos
estadounidenses canadienses mexicanos

glad =120 Flx) =93

flx) = (feg)ix) = flg(x)] = 9.3(1.20x) = 11.16x
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A continuacién se da la definicién de funcién compuesta.
La foncidn oﬁmpllesta (f = g) se define como
(f = g)(x) = flg(x)]

Para determinar (f ° g)(x) cuando nos dan f(x) y g(x), en f(x) sustituimos la x por
g(x), para obtener f[g(x)].

JEM Dada f(x) = x> — 2x + 3y g(x) = x — 5,determine

a) f(4) b) f(a) <) (f - g)lx) d) (f = g)(3)

a) Para determinar f(4), sustituimos cada x de f(x) por 4,
flx)=22—2x+3
f)=#-2:4+3=16-8+3=11

b) Para determinar f(a), sustituimos cada x de f(x) por a.

f(x)=x-2x+3

fla)=a - 20 +3

©) (f » g)(x) = flg(x)]. Para determinar (f o g)(x), sustituimos cada x de f(x) por
g(x), es decir, por x — 5,

f(x)=x2-2x +3
flg(x)] = [g(x)F — 2[g(x)] + 3
Ya que g(x) = x — 5, sustituimos como se muestra a continuacion.
flg(x)] = (x -5 —2(x ~35) +3
=(x—-8(x—-8)—-2x+10+3
= - 10x +25 —2x + 13
=x2-12x + 38
Por lo tanto, la funcién compuesta de f con g es x> — 12x + 38,
(f = )(x) = flg(x)] = x* — 12x + 38
d) Para determinar (f ¢ g)(3), sustituimos x en (f = g)(x) por 3.
(f o g)(x) = x*— 12x + 38
(feg)3)=2-120) +38=11

bars roaciialva al ciarristin O
ANOra resuerva el gjercicio =

{Cémo cree que determinariamos (g  f)(x) o g[f(x)]? Si respondié: “Sustituyen-
do cada x de g(x) por f(x)”, tiene razon. A partir de los valores que se dieron para f(x)
y g(x) en el ejemplo 1, determinamos (g ° f)(x) como sigue,

glx)=x -5, flx)= ¥ —2x +3
glf(x)] = f(x) -5
glf(x)] =(F-2¢+3)-5
=x-2x+3-35
=xr-2x -2
Por consiguiente, la funcién compuesta de g con f es x” — 2x — 2.
(8= f)(x)=¢glf(x)] = x*~2¢ -2

Al comparar los dos resultados anteriores, vemos que en este caso flg(x)] # g[f(x)].
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EJEMPLC Dadas f(x) = x¥* + 4y g(x) = Vx — 1, determine
a) (f e g)(x) b) (g° f)(x)

a) Para determinar (f = g)(x), sustituimos cada x de f(x) por g(x),que es Vx — 1.En
este caso, tenga en cuenta que Vx — 1 es un mimero real solamente cuando x = 1.

fx)= x?+4
(feg)x)=flg(x)]=(Vx -1 +4=x-1+4=x+3,x=1
Como los valores de x < 1 no estdn en el dominio de g(x), tampoco pertenecen al
dominio de (f = g)(x).

b) Para determinar (g° f)(x),sustituimos cada x de g(x) por f(x),que es x* + 4.
gx)=Vx -1
(g = £)(x) = glf(x)] =¥ x2+4)— =V +3

_ al etercie:
3 .-'.||'_.\-. resueiva i ejercicit

. Dadas f(x) = x — 3y g(x) = x + 7,determine
a) (f ° g)(x) b) (f - £)(2) ©) (g ° flx) d) (g ° f)(2)
a) flx)= x -3
(Fog)x) =flgx)] = (x+7)-3=x+4
b) Determinamos (f ¢ g)(2) sustituyendo cada x de (f < g)(x) por 2.
(feog)x)=x+4
(feg)2)=2+4=6

© g(x)=x+?
(g f)x) =slf(x)l =(x-3)+T=x+4
d}C0m0£g°f)Ex)=x+4,(g°f){2)=2+4=5_

P Anora resusiva el etercicio 11
AlOIa TCOuTIvVa JErCIeao 1}

En general, (f ° g)(x) # (g f)(x) como vimos al final del ejemplo 1. En el ejemplo 3,
(Fog)(x) = (ge° f)(x), pero esto se debio a las funciones especificas que se utilizaron,

No confunda determinar el producto de dos funciones con determinar la funcién compuesta.
Producto de las funciones f yg:  (fg)(x) o (f-2)(x)
Funcién compuesta de f con g {f =2)x)

Para indicar que se deben multiplicar las funciones f y g, se usa el signo de multiplicacién

(un punto) entre f y g. Para indicar que se debe determinar la funcién compuesta de f con
g, se utiliza el signo de funcién compuesta (un pequeiio circulo vacio).

Considere estos dos conjuntos de pares ordenados:
= {(L,2), (3,5), (4,6), (-2, 1)}
= {{17 2)} [:3: : :'r {43 6)9 {:_2' }]
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Ambos conjuntos de pares ordenados, A y B, son funciones, va que a cada valor de x le
corresponde un tinico valor de y. En el conjunto A, a cada valor de y también le corres-
ponde un tnico valor de x, como se muesira en la figura 9.2. En el conjunio B, no todos
los valores de y tienen un tinico valor de x. En los pares ordenados (3,5) y (-2, 5), el
valor de y, 5, corresponde a dos valores de x, como se muestra en la figura 9.3.

¥ y%
64 r.][-
5 TR ) T 0 Y S Y
4 4t
3 3t
24 21
14 14
+ ' ; ) ] ; .
—6-3-4-3-2-1 1 1 234 56 x —0—5—4—3—2—1_]'; 1 2 3 45 6 x
~24 Lal
|
FIGURA 9.2 FIGURA 9.3

El conjunto de pares ordenados A es un ejemplo de una funcién uno a uno (o
inyeciiva). El conjunto de pares ordenados B no es una funcion uno a uno. En una
funcién uno a uno, a cada valor del rango le corresponde un tnico valor del dominio.
Asi, si y es una funcién uno a uno de x, ademas de que a cada valor de x le corresponde
un dnico valor de y (por la definicién de funcién), también se cumple que a cada valor
de y le corresponde un tnico valor de x.

Una funcién es una funcién uno 2 uno si a cada valor del rango le corresponde exactamen-
te un valor del dominio.

Para que una funcién sea uno a uno, su grifica debe pasar no sélo la prueba de la
recta vertical (con la cual se comprueba que es una funcién), sino también la prueba de
Ia recta horizontal (que comprueba el criterio uno a uno).

Considere la funcién f(x) = x? (vea la figura 9.4). Observe que es una funcién, ya
que su grafica pasa la prueba de la recta vertical. Para cada valor de x existe un tinico
valor de y. Ahora bien, ;a cada valor de y también le corresponde un tinico valor de x?
La respuesta es no, como se ilustra en la figura 9.5. Observe que para el valor de y que
se indica existen dos valores de x, a saber, x; y x;. Si limitdramos el dominio de f(x) = x”
a valores de x mayores o iguales a 0, entonces a cada valor de x le corresponderia un
tinico valor de y, y a cada valor de y también le corresponderia un tnico valor de x (vea
la figura 9.6); por lo tanto, ésta sf seria una funcién uno a uno,

-7 oy 4 o

v

FIGURA 9.4 FIGURA 9.5 FIGURA 9.6
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FIGURA 9.7

FIGURA 9.8

En la figura 9.7, las graficas de (a) a (e) son funciones, ya que todas pasan la prueba
de la recta vertical. Sin embargo, sélo las grificas (a), (d) y (e) son funciones uno a uno,
puesto que también pasan la prueba de la recta horizontal. La gréfica (f) no es una fun-
cidn y, por lo tanto, no puede ser una funcién uno a uno aunque pase la prueba de la
recta horizontal.

¥ ¥ 5 : |
- X
(d)

|
(2) (b) (©)

e
(o

(e)

Ahora que sabemos lo que son las funciones uno a uno, podemos hablar de las funcio-
nes inversas. Solo las funciones uno a uno pneden tener funciones inversas. Si una fun-
cién es uno a uno, su funcién inversa puede obtenerse intercambiando la primera
coordenada con la segunda en cada par ordenado de la funcién. Asi, cada par ordenado
(x,y) de la funcién tendra el par ordenado (y, x) en la funcién inversa. Por ejemplo,

Funcidn: {(1,4),(2,0),(3,7),(-2,1), (-1, _5}]

Funcién inversa:  {(4,1),(0,2),(7,3), (1, =2), (=5, —1)}
Observe que el dominio de la funcién se convierte en el rango de la funcidn inversa,
y el rango de la funcién se transforma en el dominio de la funcién inversa.

Si graficamos los puntos de la funcion y los puntos de la funcion inversa (figura 9.8),
vemos que éstos son simétricos respecto de la rectay = x.

y=x A
T 143.7) i
I3 7
L
5 3
J [0 L
3 4 ¢U'3}
02} .
syl - -
{(-21) 11 2.0) 1)
—s—g—i—J—i—sz. 1234567 x
-5 =1 -
& BB
et 3
&
' —d
'El 5) +5
1/ ¥ =6

* Pares ordenados de la funcién
= Pares ordenados de la funcidn inversa
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La notacién f~!(x) representa la funcién inversa de la funcién f(x). En la notacién,
1

el —1 no es un exponente; por lo tanto, f (x) # Tk
X

Si f(x) es una funcién uno a uno con pares ordenados de la forma (x, y), su funcién
imversa, f ' (x), es una funcién uno a uno con pares ordenados de la forma (y, x).

Cuando se grafican la funcién f(x) y su funcién inversa f'(x) en los mismos gjes,
f(x) y f~'(x) son simétricas respecto de la recta y = x, como se muestra en la figura 9.8
de la pagina 596.

Si una funcién uno a uno se da como una ecuacion, su funcién inversa puede deter-
minarse por medio del procedimiento siguiente.

1. Reemplace f(x) con y.

2. Intercambie las dos variables, x y y.

3. Despeje y en la ecuacion.

4. Reemplace y con f ~'(x) (esto proporciona la funcién inversa).

El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento.

a) Determine la funcion inversa de f(x) = 4x + 2.
b) Grafique f(x) y f~'(x) en los mismos ejes.

a) Fsta es una funcién uno a uno; por lo tanto, seguiremos el procedi-
miento de cuatro pasos que se acaba de explicar.

flx)=4x + 2
y=4x +2
x=4y +2

x—2=4y

x—?._

T

o yzx—z
4
Fiy =222

b) A continuacién se muestran tablas de valores para f(x) y f~!(x); las grificas corres-
pondientes se ilustran en la figura 9.9,

¥
oy=f® x y= W T
T #
0 | 2 2 | 0 R
1 6 6 1 st s
4 #
3 .1/
o i
P = L n
—é_:z_,.-;.-?- F1 23 4367 X
= f/éz
P i
FIGURA 9.9

Observe la simetria de f(x) y f~'(x) respecto de la recta y = x,y note que tanto el do-
minio como el rango de f(x) y de f~'(x) son el conjunto de los nimeros reales, R.

1 FEsuUeilva el )¢
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Cuando resolvimos ecuaciones con raices ciibicas en el capitulo 7, elevamos al cubo
ambos lados de la ecuacién. Para resolver ecuaciones ciibicas elevamos cada lado de la
ecuacion a la potencia un tercio, que es equivalente a sacar la raiz cibica de cada lado
de la ecuacion. Recuerde que, como se menciond en ese capitulo, V& =a para cual-

quier nimero real a.

a) Determine la funcién inversa de f(x) = x* + 2.
b) Grafique f(x)y f'(x) en los mismos ejes.

a) Esta es una funcién uno a uno; por lo tanto, seguiremos el procedi-
miento de cuatro pasos para determinar su inversa.

fx)=x"+2
y=x+2
x=y+2
¥=2= y3
Vi-2=y
Vx—-2=y
0 y=Vx-2
fix) =vx =2
b) A continuacién se muestran las tablas de valores para f(x) y f'(x).
x | y=flx) x| y= )
=3 —6 —6 3 SRR
| | w4 I/
-1 1 1 -1 HEL P
61 | =
0 2 2 0 A L,
3 1 AL g
7 10 10 2 —IL\.—I.U—\\—F-—:.T]__ ,:_’ ) F 0 x
1,1 T‘;'
/’/ I8
it +HE
o 121
,‘I I
FIGURA 9.10

En la figura 9.10, se muestran las grificas de f(x) y de f~'(x). Observe que para cada
punto (a, b) en la gréfica de f(x), el punto (b, @) aparece en la gréfica de f~'(x). Por
ejemplo, los puntos (2, 10) y (—2, —6), marcados en gris aparecen en la grifica If (x),ylos
puntos (10, 2) y (—6, —2), resaltados en color rojo, aparecen en la grafica f~ (x).

hnrs recnaluva al atarcicin £1
WM10Fa resueiva el ¢jercicio oi
4

En el ejemplo 5 nos dieron f(x) = x* + 2,y determinamos que f'(x) = Vx — 2. Las grficas de estas dos funciones son
simétricas respecto de la recta y = x, aunque esto podria no resultar evidente en una calculadora graficadora, tal como s¢ ilustra
en la figura 9,11 donde se muestran ambas grificas en la ventana esténdar de una calculadora.

Esto se debe a que en las calculadoras ¢l eje horizontal es mayor que el eje vertical, y ambos ejes tienen 10 marcas de divi-
sidn positivas y 10 negativas; en consecuencia, las grificas aparecen distorsionadas. Sin embargo, muchas calculadoras tienen una
caracteristica para presentar las graficas en una “ventana cuadrada”. Cuando se utiliza esta caracteristica, la ventana sigue siendo

(continiia en la pdgina siguiente)
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rectangular, pero la distancia entre las marcas de division es més uniforme, Para activar esta caracteristica en una calculadora
TI-84 Plus, presione 200 M|y luego seleccione la opcidn 5, ZSquare. La figura 9.12 muestra las grificas después de que se se-
lecciond esta opcidn. Una tercera ilustracion de las grificas puede obtenerse mediante . opcion 4, ZDecimal; esta opcidn
hace que ¢l gje x despliegue el intervalo —4.7 a 4.7, y el eje y el intervalo —3.1 a 3.1, como se muestra en la figura 9.13.

Ventana estindar

i

—10,10,1, —10,10,1
FIGURA 9.11

,,L__I

Ventana ZSquare Ventana ZDecimal
f_’.-r"-‘_'— | l'/- ‘:l"f |
=-—152,=1521,-10,10,1 -47.47,1,-3.1,3.1,1
FIGURA 9.12 FIGURA 9.13

Si dos funciones f(x) y f~'(x) son inversas una respecto de la otra, entonces

Fef H@=xyF'efx)=x

En el ejemplo 4 determinamos que para f(x) = 4x + 2,

= 2. Demuestre que

Fi(x) =
DN =x B =x

-.n}. Para.ﬁeterminar (f = £~ 1 (x),sustituya cada x de f(x) por f'(x).
f(x)=4x +2
(f = FY)(x) =4(“’4;2) +2
=g ey

b) Para determinar (f ' o f)(x), sustituya cada x de f~'(x) por f(x).

Fiy =22
1 ax+2 -2
(e )l ;
4

Por lo tanto, (f o f')(x) = (f ' e f)(x) = x.

CIEMIPLO 7 b Enel ejemplo 5 determinamos que f(x) = ¥’ + 2y f~'(x) = Vx — 2
son funmones inversas. Demuestre que

8 (fefNx)=x b) (f'ef)x)=x

a) Par;lldeterminar (f = £~ Y (x),sustituya cada x de f(x) por f~1(x).
fix)=x3+2
(FefNx) =(Vx-2)+2

=x—-24+2=x
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b) Para determinar (f ' f)(x), sustituya cada x de f~'(x) por f(x).

(f

fixy=¥x-2

o f)x)= V(¥ +2) -2

— Py

Por lo tanto, (f e f~')(x) = (f "o f)(x) = x.

» Ahora resuelva el ejercicio 79

Como una funcién y su inversa “se anulan” entre ellas, la funcién compuesta de una fun-
€ion con su inversa tiene como resultado el valor dado en el dominio. Por ejemplo, para
1

cualquier funcién f(x)y su inversa f'(x), (f ' )(3) =3y (f= /") -5)=-

Explique cémo determinar (f = g)(x) cuando le dan f(x) y

g(x).

Explique cémo determinar (g = f)(x) cuando le dan f(x) y

g(x).

a) ;Qué son las funciones uno a uno?

b) Explique cémo se puede determinar si una funcién es
una funcién uno a uno.

 Todas las funciones tienen funciones inversas? Si no es asi,

(cudles funciones si tienen funcidn inversa?

Considere el conjunto de pares ordenados {(3,5), (4, 2),

(=1,3),(0, =2)}.

3

Math'gy — Mysathiab]

MathL”

8

MyMathLab

a) ;Este conjunto de pares ordenados es una funcién? Ex-
plique.

b) ;Esta funcién tiene una inversa? Explique.

c) Si esta funcién tiene inversa, indiquela. Explique cémo
determiné su respuesta.

Suponga que f(x) y g(x) son funciones inversas.

a) A quéesigual (f°g)(x)?

b) ;A qué esigual (g°f)(x)?

{Qué relacién existe entre el dominio y el rango de una fun-
cion, ¥ el dominio y el rango de su funcién inversa?

¢ Cuil es el valor de (f = f~')(6)? Explique.

Para cada par de funciones, determine a) (f = g)(x).,b) (f = g)(4),e) (g = f){x)yd) (g = f)(4).

12,

15.

18.

fix)=x2+1g(x)=x+2

fix)=x+2,g(x)=x2+4dx -2
3

fix)=3x + 1,g(x) =;

flx) =2 —dg(x) =x*+3

Fn los ejercicios 21 a 42, determine si cada funcién es uno a uno.

21,

¥ 2. y

10, fix)=x"-3,g(x)=x+6

13 f(x) =%, glx)=2x+3

16 f(x) =@ = 5,8(x) = ©

® 23,

flx)=x+3g(x)=2*+x—-4

i f(x) = %. glx)=x*+1

17. fix)=x*+1lLg(x)=2x"+5

fix)=x—dg(x)=Vx+5,x=-5 2 fix)=Vx+6,x=-6g(x)=x+7




25, [(2,4),(3,-7),(53),(-6,0))
28. {(0,5),(1, 4), (—3,5),(4,2))
Ly=x-1

M y=x"-2x+6,x=1

3. y=vVx

4. y =[x

EgngRBR

{(-4,2),(2,3),(4,1), (0, 4)}

y=2x +5
y=-x243
y=x*-9x=0
y=-vx
Y=z
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27, {(~4,2),(5,3), (0,2), (4 8))
3. y=3x—-8

3 y=x—-2x+5

36 y=2-9x=0
39. y = |y

42, y=x

En los ejercicios del 43 al 48, determine el dominio y el rango de f(x) y de £ '(x).

4. {(4,0),(8,9),(2,7),(-1,6), (-2 4)}

45, 4

=W

~4-3-2-1,1
-3
=34
—d

} 123 4 x

. {(_2, -3),(—4,0),(5,3), (6,2), (2= %)}

Para cada funcidén, a) determine si es uno a uno; b) si es uno a uno, determine su funcién inversa.

09, f(x)=x-2

5L h(x) = 4x
53. p{x) = 3x°
55, t(x) = +3
1
51, g(x) =~
M. fix)=x+10
ol glx) =2 -6
63 g(x)=Vx+2,x=-2

65. h(x) =2 —4,x=0

Para cada funcién uno a uno, a) determine f~'(x), y b) grafigue f(x) y f~'(x) en los mismos ejes.

&7 fx)=2x+8
6. flx)=Vx,x=0
. fixy=vx—-1l,x=1

7. flx) = Vx
75. f(x) = %,x >0

Para cada par de funciones inversas, demuestre gue (f o f ) (x) = x, vy que (f ' e f)(x) = x.

7 f(x)=x-8f(x) =x+8
9. f(R) = 3%+ 3, f7x) = 26 - 6
@8L f(x)=Vx-2,f(x)=x"+2

83. flx) = %,f"{x) =%

47, ¥ 48. ¥
: # X

S0, g(x)=x+5
52 k(x) =2x—17
54 r(x) = |«
56 m{x)=—-x*+x+8

i
8. h(x) =
60, g(x)=x"+9
62 f(x)=Vrx=0
64 fx)=2-3,x=0
66. h(x) = |x
6. f(x)=-3x+6
M. f(x) =-Vx,x=0
7 fx)=VxFdx=—4
M f(x)=Vx+3

1

% f(x) =~
B fr) = 7x+3,f(n) = 222

80, f(x)=—%x+z,r1(x)=—3x+6
82 f(x) = VE ¥ 9,/ (x) = ¥ -9
Bd f(x)=vVx+5f {x)=x*-5x=0
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86.
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i(f = g)(x) = (g f)(x) para todos los valores de x? Expli-

que y proporcione un ejemplo que apoye su respuesta.

Considere las funciones f(x)=WVx+5,x=-5 ¥y

glx)=x*-5x=0

a) Demuestre que (f > g){x) = (g= f)(x) parax = 0.

b) Explique por qué es necesario estipular que x = 0 para
que la parte a) sea verdadera,

. Lafuncién f{x) = —xconvierte millas por hora, x, en pies

15
por segundo. Determine la funcién inversa para convertir

pies por segundoe en millas por hora.

La funcién f(x) = g{x — 32) convierte grados Fahrenheit,

x, en grados Celsius. Determine la funcién inversa para
convertir grados Celsius en grados Fahrenheit.

87. Considere las funciones f(x) = x> + 2y g(x) = ¥x - 2.
a) Demuestre que (f = g)(x) = (g= f)(x).
b) ;Cuiles son los dominios de f(x), g(x), (f=g)(x) ¥y

(g ° f)(x)? Explique,
88. Parala funcién f(x) = x°, f(2) = 2° = 8. Explique por qué
®=2

89. Para la funcidn f(x) = x*, x > 0, f(2) = 16, Explique por
qué £7l(16) = 2.

90, La funcidn f(x) = 12x convierte pies, x, en pulgadas, Deter-
mine la funcién inversa para convertir pulgadas en pies.
{Qué representan x y f~!(x) en la funcion inversa?

94, a) ;La funcién f(x) = |x| tiene inversa? Explique.
b) Si el dominio estd limitado a x = 0, ;la funcién tiene
inversa? Explique.
¢) Determine la funcién inversa de f(x) = |x

@ 91. La funcién f(x) = 3x convierte yardas, x, en pies, Determi-
ne la funcidn inversa para convertir pies en yardas. ;Qué
representan x y f '(x) en la funcién inversa?

=0

Composicion de funciones En los ejercicios del 95 al 98, se dan las funciones f(x) v g(x). Determine la compaosicion (f = g)(x).
Para la funcién composicion, ;qué representa x y qué representa (f = g)(x)?

96. f(x) = 2000x convierte toneladas x, a libras, g(x) = 16x
convierte libras, x, a onzas.

95. f(x) = 16x convierte libras, x,en onzas, g(x) = 28.35x con-
vierte onzas, x, en gramos,

98. f(x) = 1760x convierte millas, x, a yardas, g(x) = 0.915x
convierte yardas, x, a metros,

97. f(x) = 3x convierte yardas, x, a pies, g(x) = 0.305x convier-
te pies, x, a metros.

‘*3‘; Utilice su calculadora graficadora para determinar si las funciones siguientes son inversas.

99. 3'{JrJ=Euf—4.mxj=§+i 100. f(x) = V4 -, g(x) = V&-2x

3

101 f(x)=x"-12,g(x) = Wy + 12 02 f(x)=x+5g(x) = v —5

103. Area Cuando se arroja una piedra a un estanque, el circulo
(onda) que se forma en el agua se expande conforme pasa
el tiempo. El drea del circulo en exga.nsiéu puede determi-
narse mediante la férmula A = #r-. El radio del circulo, r,
en pies, es una funcién del tiempo, 1, en segundos. Suponga
que la funcidn es r(r) = 2¢,

a) Determine el radio del circulo 3 segundos después de
arrojar la piedra.

b) Determine el drea del circulo 3 segundos después de
arrojar la piedra.

¢} Exprese el drea como una funcién del tiempo, determi-
nando A = r,

d) Mediante la funcién que encontrd en la parte c), determine
el drea del circulo 3 segundos después de arrojar la piedra.

e) ;Las respuestas a las partes b) v ¢) coinciden? Sino es
asi, explique por qué.




104. Area de la superficie El drea de la superficie, S, de un globo
esférico de radio r, en pulgadas, se determina con 5(r) = 472,
5i el globo se estd inflando con una méquina a una velocidad
oonstante, el radio del globo es una funcién del tiempo. Su-
ponga que esta funcién es r(rf) = 1.2, donde r son segundos.

a) Determine el radio del globo al cabo de 2 segundos.
b) Determine el drea de la superficie a los 2 segundos.

Analicen y respondan en grupo el ejercicio 105.

105. Consideren la funcién f(x) = 2%, Estees un gjemplo de una
funcién exponencial, de la cual hablaremos en la seccién si-
guiente.

a) Grafiquen esta funcidn sustituyendo valores para x y
determinando los valores correspondientes de f(x).

- -9 (-4
| 106, Divide ‘T‘ + ‘ 9 ‘

107. Determing, en la forma general, la ecuacion de una
1 .
recta que pase por (f’ 3) y sea paralela a la gréfica
de2x +3y—9=0

c)

d)

e)

b)

c)

d)

| 108, Siinplifigus =

Seccién 9.2 Funciones exponenciales 603

Exprese el drea de la superficie como una funcién del
tiempo, determinando § < r,

Mediante la funcién que determiné en la parte b),
calcule el drea de la superficie al cabo de 2 segundos.

¢Las respuestas a las partes b) y d) coinciden? §i no es
asi, explique por qué.

{Ustedes creen que esta funcidn tenga inversa? Expli-
quen su respuesta.

Con la grifica obtenida en la parte a), tracen la funcién
inversa, f'(x) en los mismos ejes,

Expliquen cémo obtuvieron la grdfica de f!(x).

3

R

= .

6

109. Despeje penla férmula-} = = + lparap.

q

110. Complete el cuadrado para resolver la ecuacién

2+2x—-10=0.

Con frecuencia leemos que ciertas cosas crecen exponencialmente. Por ejemplo, es
probable que alguna vez haya leido que la poblacién mundial tiene un crecimiento ex-
ponengcial, 0 que el uso del correo electronico estd creciendo de manera exponencial.
i Qué quiere decir esto? La grifica de la figura 9.14 muestra el crecimiento de la po-
blacién mundial; la grafica de la figura 9.15 ilustra las ventas de dispositivos manuales
“inteligentes”. Como indican sus curvas, ambas grificas tienen la misma forma general,
y las dos son funciones exponenciales que crecen con rapidez.

En la funci6n cuadritica f(x) = x%, la variable es la base y el exponente es constan-
te. En la funcién f(x) = 2%, la constante es la base y el exponente es variable. La fun-
dén f(x) = 2% es un ejemplo de una funcién exponencial, cuya definicion damos en la

pigina 604.

a
E

Poblacidn (miles de millones) g

Poblacién

Ventas mundiales de dispositivos

1]
750 1800 1850

FIGURA 9.14

1950 0o

mannales “inteligentes”™
— 40
:
‘~=§ 30 =
|
8

20
g
8
-3 '8 | (00 |'ed | |"02 | |03
2 o

Ao

Fuenee: Internationsl Data Corp; MSN Money Central;
CSI Inc.

FIGURA 9.15
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-4-3-2-1

FIGURA 9.16

Para cualquier nimeroreala > 0ya#1,
flxy=a
es una foncidn exponencial.

Una funcidén exponencial es una funcién de la forma f(x) = a*, donde a es un nimero
real positivo distinto de 1. Observe que la variable est4 en el exponente.

Como y = f(x), las funciones de la forma y = ¢ también son funciones exponen-
ciales. Las funciones exponenciales pueden graficarse seleccionando valores para x,
determinando los correspondientes valores de v [o f(x)],y trazando los puntos.

Antes de graficar funciones exponenciales, analicemos algunas de sus caracteristicas.

Para toda funcién expoﬁencial delaformay =a*o f(x) =a’,dondea>0ya#1.
L El dominio de la funcién es (—o0, 00).
2. El rango de la funcién es (0, o0).
3. La grafica pasa por los puntos (—1, %), (0, )y (1,a).

En casi todos los casos puede trazarse una razonablemente buena gréfica expo-
nencial a partir de los tres puntos listados en el paso 3. Cuando a > 1, vea el ejemplo 1,

la grifica se vuelve casi horizontal a la izquierda de —l,i y casi vertical a la dere-

cha de (1,a). Cuando 0 < a < 1, vea el ejemplo 2, la grifica es casi horizontal a la derecha
1

de (1,a) y casi vertical a laizquierda de | —1, |

' Grafique la funcién exponencial y = 2%; determine el dominio y el
rango de la funcién.

J La funcién es de la forma y = 4", donde a = 2. Primero construimos una
tabla de valores; en ella, los tres puntos listados en el paso 3 se muestran en rojo.

Ahora trazamos estos puntos y los conectamos mediante una curva suave (figura 9.16).
Los tres pares ordenados (de color gris en la tabla), también estdn sefialados en la grifica.

Dominio: R
Rango: {y|ly = 0}

El dominio de esta funcion es el conjunto de los niimeros reales, R. El rango es el con-
junto de valores mayores que 0. Si analiza la ecuacion y = 2%, se dard cuenta de que y
siempre debe ser positivo, ya que 2 es positivo.
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13" i : £
. Grafiquey = (5) determine el dominio y el rango de la funcién.

; Esta funcion es de la forma y = 2%, donde a = l Construimos una tabla
de valores para trazar la curva (figura 9.17). 2

¥
¢
3_
: : 7
x =4 | =3 | =2 2 3 4 L
| =
1 1 1 4
¥ 16 8 4 2 3 16 AT
BN
= . 5 S P 5 I
FIGURA 9.17

El dominio es el conjunto de los niimeros reales, R, El rango es {y|y > 0}.

» Ahora resuelva el ejercicio 13

Observe que las graficas en las figuras 9.16 y 9.17 son grificas de funciones uno a
uno. Cuando a > 1, las grdficas de funciones de la forma y = a*, son similaresala de la
figura 9.16; cuando 0 < a < 1, son similares a la de la figura 9.17. Observe que y = 1" no
es una funcién uno a uno, asi que no la tomaremos en cuenta en nuestro andlisis de
funciones exponenciales,

(A qué serd similar la grifica de v = 27*? Recuerde que 2™ significa zlx (%) ]
Por lo tanto, la grafica de y = 27 serd idéntica a la griéfica de la figura 9.17. Ahora con-

sidere la ecuacion y = 5) . Esta ecuacién puede rescribirse como y = 2%, ya que
(%) = (%) = 2%, Asi, la gréfica de y = (;) serd idéntica a la de la figura 9.16.

La figura 9.18 muestra la grifica de 1a funcién y = 2*, tal como se
veria en la ventana estdndar de una calculadora graficadora. En este
capitulo, en ocasiones utilizaremos ecuaciones como y = 2000(1.08)",
Si tuviera que graficar esta funcion en la ventana estindar de una cal-
culadora, no veria grifica alguna. jPuede explicar por qué? Obser-
vando la funcién, ; puede determinar dénde se da la interseccion con o
el eje y? Para determinarlo, sustituya x por (; entonces se dard cuenta
de que la interseccion con el eje y estd en 2000(1.08)° = 2000(1) = —10,25, 5,0, 15000,1000
En la figura 9.19 se muestra la grifica de y = 2000(1.08)", FIGURA 9.18 FIGURA 9.19

y=

n S/

Aumento de centaves Jennifer Hewlett le dijo a su hermanito que
si hacia su tarea ella le daria 2 centavos la primera semana y duplicaria la cantidad ca-
da semana, durante las siguientes 10 semanas. El nimero de centavos que recibiria su
hermanito en cualquier semana, w, puede determinarse mediante la funcion n(w) = 2%,
Determine el nimero de centavos que Jennifer daria a su hermano en la semana 8.

Al evaluar 2° en una calculadora, podemos determinar que en la semana
8 Jennifer le daria a su hermano 256 centavos, o $2 56.
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Las funciones exponenciales se suelen utilizar para describir el incremento y el decre-
mento de ciertas sustancias. Los cuatro ejemplos siguientes son ilustraciones de funcio-
nes exponenciales,

- ' Valor de un jeep Ronald Yates pago $22,000 por un jeep nuevo.
Supunga que el valor del jeep se deprecia a una tasa de 20% al afio. Por lo tanto,
dentro de un afio, el valor del jeep sera 80% de su valor actual, Es decir, dentro de un
afio su valor serd $22,000(0.80); dentro de dos afios, su valor sera $22,000(0.80)(0.80) =
$22,000(0.80)2, y asi sucesivamente. Por consiguiente, la férmula para determinar el
valor del jeep en un momento dado es
v(r) = 22,000(0.80)

donde ¢ es el tiempo en afios. Determine el valor del jeep a) dentro de un afio, y
b) dentro de 5 afios.

a) Para determinar el valor que tendra el jeep dentro de un afio, sustituya ¢ por 1.
v(t) = 22,000(0.80)
v(1) = 22,000(0.80)
= 17,600
Dentro de un afio, el valor del jeep serd de $17,600.
b) Para determinar el valor que tendré el jeep dentro de 5 afios, sustituya ¢ por 5.
(1) = 22,000(0.80)'
v(5) = 22,000(0.80)
= 22,000(0.32768)
= 7208.96
Dentro de cinco afios, el valor del jeep sera de $7208.96.

¢ Ahora resuelva el ejercicio 49

Interés compuesto En los primeros capitulos se menciond la férmu-
n
la del interés compuesto, A = p| 1 + 3 . Cuando el interés se capitaliza o compone

de forma periddica (cada afio, cada mes, cada trimestre ), esta formula puede usarse para
determinar el monto o saldo, A.

En la férmula, r es 1a tasa de interés, p es el capital, n es el niimero de periodos de
capitalizacion por afio y { es el nlimero de afios. Suponga que se invierten $10,000 a 5%
de interés, en una cuenta que se capitaliza trimestralmente durante 6 afios, Determine
el saldo en la cuenta al cabo de 6 afios.

: ' Se nos ha dicho que el capital inicial, p, es de
$10, ODCI tamb1en quela tasa de interés,r,es 5%.Y como el interés se capitaliza cada tri-
mestre, el nimero de periodos de capitalizacién por afio, n, es 4. El dinero se invierte
durante 6 afios, por lo tanto, tes 6.

Ahora sustituimos estos valores en la formula.

nt
A=p(1+£)
)
= 100001 + 22)

= 10,000(1 + 0.0125)¢
= 10,000( 1.0125 )

~ 10,000( 1.347351)

~ 13473.51

Después de 6 afios, los $10,000 originales habrén crecido a casi $13,473.51.

P Ahnra recualva al siercicin 41
FAallvida ICoulCiva ©f STl 9§
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Fechado con carbono 14 1.os cientificos utilizan el carbono 14 para
calcular la edad de fosiles y cualesquiera otros objetos. La formula que se emplea es

A= Ay 250

donde A, representa la cantidad de carbono 14 cuando el fdsil se formé, y A representa
la cantidad de carbono 14 que contiene después de ¢ afios. Si al momento de la forma-
cd6n del fésil habia 500 gramos de carbono 14, ;jcudntos gramos contendra 2000 afios
después?

; Cuando el fésil se formé, habia en €l 500 gramos
de carbono 14; por lo tanto Ay = 500. Para determinar cudntos gramos de carbono 14
habra después de 2000 afios, sustituimos ¢ por 2000 en la férmula.

A= Ay-27W
,{2} 05600

= 500(0.7807092)
=~ 390.35 gramos

. Después de 2000 afios, en el fésil habra alrededor de 390.35 gramos de los
500 gramos de carbono 14 originales.

! » Primas por seguro de salud En Estados Unidos, las primas por se-
guro de salud se han elevado a partir de 2000. La gréfica en la figura 9.20 muestra las
primas por seguro de salud de 2000 a 2005.

Primas mensuales de seguro de salnd
i
$45.50 ___f;-fff

2000 2001 20m 2003 2004 2005
Afio

Fuente: Centros de Servicics de Seguridad Social. AARP (11-12/04)

Una funcion exponencial que se aproxima mucho a esta curva es f(r) = 44.584(1.11)".
En esta funcion, f(¢) es la prima mensual y ¢ es el nimero de afios a partir de 2000. Su-
ponga que las primas de seguro de salud continian aumentando como en el pasado.
Utilice esta funcion para aproximar las primas mensuales por seguro de salud en
a) 2006y b) 2010.

»O1ucion. a) E ' & En esta funcidn, ¢ es afios a partir de 2000. El
afio 2006 se representaria cont = 6 ya que 2006 es 6 afios después de 2000. Para deter-
minar la prima mensual en 2006, necesitamos evaluar la funcion parat = 6.

Aleulos f(z) = 44.584(1.11Y
F(6) = 44.584(1.11)" =~ $83.39
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- Por lo tanto, la prima mensual en 2006 seria alrededor de $83.39.
b) Como 2010 es 10 afios después de 2000, para determinar la prima mensual necesi-
tamos evaluar la funcion para ¢ = 10,

F(£) = 44.584(1.11)"
F10) = 44,584(1.11)" ~ $126.59

En consecuencia, la prima mensual en 2010 seria alrededor de $126.59.

¢ Qué son las funciones exponenciales?

2. Considere la funcién exponencial y = 27,

a) ;Qué le sucede a y conforme x crece?

b) ;v puede valer 0?7 Explique.

¢) (El valor de y puede ser negativo? Explique.
Considere la funcion exponencial y = (E) .
a) ;Qué le sucede a y conforme x crece?

b) ;El valor de y puede ser 07 Explique.

¢} (El valor de y puede ser negativo? Explique.

Considere la funcién exponencial y = 27, Escriba una fun-
cion exponencial equivalente a la anterior, pero que no tenga

Grafique cada funcién exponencial.

y =2 B y=3%
@1 y =4 12, y =5
15 y =37 16, y = 47
19, y =21 2, y =2
23, y=2+1 U, y=2"-1
27. Yaantes se dijo que, para funciones exponenciales f(x) =a",

el valor de a no puede ser igual a 1.

a) Cuandoa = 1, ;cémo se ve la grifica de f(x) = a*?

b) Cuandoa =1, ;f(x) = a" es una funcidn?

¢) Cuando @ = 1, ;f(x) = a”" tiene funcidn inversa? Expli-
que su respuesta.

Compare las grificas de y =a*yy =a* + k, k > 0, jcémo
son?

Math'yz:

fatnKl

9.

17.

n,

" 29,
" 30,
\ 3L

32

Ak~ moen fwa al atarcirin EX
Nnora resueiva el ejercicio >3

MyMathish

FyMathlak

signo negativo en el exponente. Explique como obtuvo su

respuesta.

Considere las ecuaciones y = 2* y y =3,

a) ;Sus grificas tienen la misma interseccion con el gje y, 0
¢sta es distinta en cada caso? Determine la interseccion
con ¢l eje y en cada caso.

b) Compare las grificas de las dos funciones, jcémo son?

x x

Considere las ecuaciones y = (%) yy = (%) .

a) ;Sus grificas tienen la misma interseccién con el gje y, 0
ésta es distinta en cada caso? Determine la interseccion
con el eje y en cada caso.

b) Compare las grificas de las dos funciones, (cémo son?
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Compare las grificas de y=a*yy =a* — k, k = 0, {cémo

son?

Compare las grificas dey = @y y = a*™',cuando a > 1; jc6-

mo son?

Compare las grificas de y = @* y y = @™, cuandoa > 1; jc6-

mo son?

a) Lafunciény = x7, ;es una funcién exponencial? Explique.
b) ;y = 7" e una funcién exponencial? Explique.
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33, Crecimiento poblacional La grifica siguiente muestra el

crecimiento de la poblacién de personas de 85 y mds afios en
Estados Unidos, para los afios de 1960 a 2000 y la proyeccion
hasta 2050, La funcién exponencial que aproxima bien a esta
grifica es

f{t) = 0.592(1.042)’

En esta funcion, f(1) es la poblacion, en millones, de personas
de 85 y mds afios y fes el ndmero de afios desde 1960, Si esta
tendencia continida, utilice esta funcién para estimar el nd-
mero de personas de 85 o mds afios en Estados Unidos en
a) 2060, b) 2100.

Poblacién en Estados Unidos de 85 afios o mis

T ow

g

=

E & y mayores

g 10

£

M 0

B60 1970 1980 1990 2000 Zﬂlll} 2020 2030 M0 ZUISG
Proyectado

Afio

Fuenie: Oficina de Censos de Estados Unides v proyecciones,
Cindadanos mayores 2004, wwwagingstatsgoy

Poblacion mundial La poblacién mundial ha crecido de for-
ma exponencial desde 1650. La funcién exponencial que
aproxima bien la poblacién mundial desde 1650 y con pro-
yeccion a 2015 es

f(0) = %{2.713)”‘“2*

En esta funcién, f(1) es la poblacién mundial, en miles de mi-
llones de personas, y £ es el niimero de afios contados a partir
de 1650. Si continia esta tendencia, estime la poblacién mun-
dial en a) 2010, b) 2015,

Duplicacion Si inicia con $2 y cada dia duplica la cantidad
del dia anterior, durante 9 dias; determine la cantidad el dia 9.
Duplicacién Si inicia con $2 y cada dia duplica la cantidad del
dia anterior durante 12 dias, determine la cantidad el dia 12,
Interés simple y compuesto La grifica siguiente muestra el
crecimiento lineal de $100 invertidos a 7% de interés simple,
y el crecimiento exponencial de la misma cantidad invertida
a 7% de interés compuesto anualmente. En las férmulas, A
representa la cantidad, y ¢ representa el tiempo, en afios.

/

/!

4

2504

Crecimicnto exponencial
n5+ A = 10001.07)
2=

1751

1504

Monto {(ddilares)

125

mu-/ -.

2 4 6 8 1
Tempo (afios)

a) Utilice la grifica para calcular el tiempo de duplicacion
para $100 invertidos a 7% de interés simple,

@

38

39,

40,

42,
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b) Calcule el tiempo de duplicacién para $100 invertidos a
7% de interés compuesto, capitalizable cada afio.

¢) Calcule la diferencia entre los montos resultante después
de 10 afios sobre una cantidad de $100 invertida en cada
método.

d) En Estados Unidos, casi todos los bancos capitalizan el
interés diariamente en lugar de hacerlo cada afio. ;Qué
efecto tiene esto sobre el monto total? Explique.

Deuda por crédito al consumidor La grifica siguiente mues-

tra la deuda por crédito al consumidor, en billones de doéla-

res, durante los afios 2001 a 2004. La funcién exponencial
que aproxima bien a estos datos es
flr) = 1.841(1.045)°

En esta funcién, f(r) es la deuda por crédito al consumidor,en

billones de dolares, y t es el niimero de afios a partir de 2001.

Si esta tendencia continiia, utilice la funcién para estimar la

deuda por crédito al consumidor en a) 2007, b) 2011

Decuda por créditos al consumidor (billones de délares)

f
_’/"'
.J'{-_.J-— /
2103
.--/
—
_—"'_-'__F’f
_—’-'_-'_'-F_‘-_-_
——1841
"r-.
2001 2002 2003 W04 ¢
Afio

Fueme: www federglreserve govireleases (con base en ddlares de 2(04)

Bacterias en una placa de Pefri Se colocan cinco bacterias
en una placa de Petri. La poblacidn se triplica diariamente.
La férmula para calcular el ndmero de bacterias que hay en la
placa el dia res

N(r) =503y
donde ¢ es el nimero de dias, contados a partir de que se co-
locaron las bacterias en la placa. ;Cudntas bacterias habrd
en la caja 2 dias después que se colocaron las cinco bacterias en
la placa?
Bacterias en una placa de Petri Consulte el ejercicio 39.
¢Cudntas bacterias habrd en la placa 6 dias después de que
se colocaron cinco bacterias en ella?
Interés compuesto Si Don Gecewicz invierte $5000 a 6% de
interés capitalizable cada trimestre, determine el monto que
tendrd después de 4 afios (vea el ejemplo 5).
Interés compuesto Si Don Treadwell invierte $8000 a 4% de
interés capitalizable cada trimestre, determine el monto que
tendri después de 5 afios,
Fechado con carbono 14 Si en el hueso de cierto animal
habia originalmente 12 gramos de carbono 14, ;cudnto
quedard de este elemento al cabo de 1000 afios? Utilice
A = Ay 277 (veq el ejemplo 6).
Fechado con carbono 14 Tim Jonas encontré un fésil en un
sitio arqueoldgico. Si originalmente en este fosil habia 60
gramos de carbono 14, ;cuanto quedari del elemento al cabo
de 10,000 afios?
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Sustancia radiactiva La cantidad de sustancia radiactiva pre-
sente, en gramos, en el instante {, en afos, estd dada por la
férmula y = 80(2) ¥, Determine el ndmero de £ramos pre-
sentes después de a) 10 afios, b) 100 afios.

Sustancia radiactiva La cantidad de sustancia radiactiva,
en gramos, en el instante ¢, en afios, la da la férmula
y = 20(3)™*% Determine ¢l nimero de gramos presentes
después de 3 afios.
Poblacion La poblacion esperada a futuro en Ackworth, que
ahora tiene 2000 residentes, puede aproximarse mediante la
férmula y = 2000(1.2)™", donde ¢ es el ndmero de afios a par-
tir de hoy. Determine cuantos habitantes tendrd la ciudad
dentro de a) 10 afios, b) 50 aiios.
Poblaciéon La poblacion futura esperada de Antwerp, que
actualmente tiene 6800 residentes, puede aproximarse me-
diante la férmula y = 6800(1.4) %, donde ¢ s el niimero de
afios a partir de hoy. Determine cudntos habitantes tendra la
ciudad dentro de 30 afios,
Valor de un antomdéyil deportivo El costo de un automovil
deportivo nuevo es de $24,000. Si se deprecia a una tasa de
18% anual, su valor dentro de r afios puede calcularse me-
diante la férmula

V{r) = 24,000(0.82)°

Determine el valor que tendrd el automévil deportivo den-
tro de 4 afios.
Valor de un vehiculo todo terreno El costo de un vehiculo
todo terreno es de $6200. Si se deprecia a una tasa de 15%
por afio, su valor dentro de ¢ afios puede calcularse mediante
la férmula

V(1) = 6200(0.85)
Determine el valor que tendri el vehiculo todo terreno den-
tro de 10 afios.

Uso del agua El estadounidense promedio usd alrededor de
580,000 palones de agua en 2005. Suponga que cada afo, a
partir de 2005, el estadounidense promedio es capaz de redu-
cir suconsumo de agua en 5%. Entonces, la cantidad de agua
que utilizard en ¢ afios a partir de 2005, puede determinarse
mediante la férmula A = 580,000(0.95)".

Capitulo 9 Funciones exponenciales y logaritmicas

a) Explique por qué esta férmula puede usarse para deter-
minar la cantidad de agua utilizada por el estadouniden-
se promedio.

b) ;Cudl seria el promedio de consumo de agua en el afio
20097

; .2
Almminio reciclado Actualmente, cada afio se reciclan casi 3

de todas las latas de aluminio, mientras que %se envia a de-

pdsitos de basura. El aluminio reciclado se utiliza para fabri-
car nuevas latas En Estados Unidos, en 2004, se usaron alre-
dedor de 190,000,000 de latas de aluminio. Con la férmula

2 £
A= lgﬂ,ﬂm,mﬂ(g) . puede calcularse el nimero de latas

fabricadas con aluminio reciclado, n afios a partir de 2004.

a) Explique por qué la férmula puede usarse para calcular
el nimero de latas, n afios a partir de 2004, fabricadas
con el aluminio reciclado.

b) ;Cudntas latas se fabricarin en 2011 con el aluminio reci-
clado en 20047

Presion atmosférica La presion atmosférica varia segiin la

dltura. Cuanto mayor sea la altura menor seri la presién, co-

mo se muestra en la grifica siguiente.

40
E\ 35
gl -
£ 20 S€ encuenira
9 s por liBba]D de
e Monte Everest esta altitud
. .-
0 J h M
0 200 400 600 800 1000

La ecuacién 4 = 41,97(0.996)" puede usarse para calcular la
altura, A, en kildmetros, para una presion dada, x, en milibares
(mb). Si la presién atmosférica en la cima del monte Everest
es de aproximadamente 389 mb, calcule la altura de la cima
del monte Everest.
Centenarios De acuerdo con las proyecciones de la Oficina
de Censos de Estados Unidos, el nimero de personas de 100
anos de edad o mds, aumentard de manera expeonencial a
partir de 1995 (vea la grifica siguiente). La funcién

filf = 71.24{(1.045)
puede usarse para calcular €l nimero de estas personas, en
miles, donde £ es el tiempo, en afios, a partir de 1995, Utilice
esta funcidon para calcular el mimero de personas de 100 afios
de edad o mds en a) 2060, b) 2070,

MNimero de nas de 100 afios de edad o msis
en Estados Unidos

T Lo00
E
5 800
=
i 600
_g 400
E 0
=
4 0

1995 2010 2020 2030 2040 2050
Afio

Fuepte: Oficing de Censos de Estados Unidos, proyeccidn de 1a serke media.
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55. En el gjercicio 37 graficamos los montos resultantes en dife- 11’; 56. Grafique y =2*y y = 3* en la misma ventana,

rentes periodos después de invertir $100 a 7% de interés
simple y a 7% de interés capitalizable cada afio,

a) Utilice la férmula del interés compuesto dada en el ejem-
plo 5 para determinar el monto que se obtiene después
de 10 afios, por una inversion de $100 a una tasa de 7% de
interés capitalizable diariamente (suponga que cada afio
es de 365 dias).

Calcule 1a diferencia entre el monto que se obtiene 10 afios
después de invertir $100 a 7% de interés simple, y el mon-
to que se obtiene transcurrido el mismo plazo al invertir
$100 a 7% de interés capitalizable diariamente,

b)

. Suponga que Bob Jenkins le da a Carol Dantuma $1 en el dia

1,$2enel dia 2, $4en el dia 3, $8 en el dia 4, y continda dupli-
cando la cantidad durante 30 dias.

a) Determine cudnto le dard Bob a Carol el dia 15.

b) Determine cudnto le dard Bob a Carol el dia 20.

¢) Usando la forma exponencial, exprese el monto que Bob
le da a Carol el dia n.

Las funciones exponenciales o aproximadamente exponen-

ciales son muy comunes,

a) Que cada miembro del grupo determine, de manera indi-
vidual, una funcién que no haya sido dada en esta seccidén
y que pueda aproximarse a una funcién exponencial.
Pueden utilizar periédicos, libros y otras fuentes,

61. Considere el polinomio
23x%y — 6.2x%? + 9.2¢°y?

Escriba el polinomio en orden descendente de la
variable x.

(Cuil es el grado del polinomio?
(Cudl es su coeficiente principal?

a)

b)

)

L

‘i\J 58,

a) Grafiquey =37,
b) Utilice su calculadora graficadora para resolver la ecua-

cién 4 = 3, Redondee su respuesta al centésimo miés
ceErcanco.

1 2x+3
Gr. aﬁquf: S (E) i
Utilice su calculadora graficadora para resolver la ecuacion

1 2x+3
-

{Cudnto le dard Bob a Carol el dia 307 Escriba la canti-
dad en forma exponencial. Luego utilice su calculadora
para evaluar.

b)

d)

e) Exprese el monto total que Boble da a Carol durante los
30 dias, como una suma de términos exponenciales. (No

determine el valor real.)

b) Analicen en grupo las funciones de todos los miembros,
Determinen si cada funcién presentada es una funcidn

exponencial.

¢) Escriban en grupo un ensayo enel que analicen cada una

de las funciones y establezcan por qué creen que cada
una de ellas es exponencial.

62. Si f{x) =x+5y g(x)=x*—2x + 4, determine

(f-g)x)
63. FEscriba '\/'-a2 — 8a + 16 como un valor abscluto.

S Sl :.’32x5}'°
implifique v

Estamos preparados para hablar de logaritmes. Considere la funcién exponencial y = 2,
Como se mencioné en la seccion 9.1, para determinar la funcién inversa intercambia-
mos x y y y despejamos y en la ecuacion resultante. Al intercambiar x y y se obtiene la
ecuacion x = 2*, pero no hay forma de despejar y enla ecuacién x = 2*, A continuacion
se presenta una nueva definicidn que nos ayudari a lograrlo.

Para todos los niimeros positivos a,donde g #1,

¥ = log, xsignifica x = &’

De acuerdo con la definicién de logaritmo, x = 2" significa y = log, x. Por lo tanto,
podemos deducir que y = 2"y y = log, x son funciones inversas. En general,y = a* y
y = log, x son funciones inversas,
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En la ecuacion y = log, x, log es una abreviatura de la palabra logaritmo; y = log, x
se lee “y es el logaritmo de x en la base a”. La letra y representa el logaritmo, la letraa
la base, y la letra x el niimero.

logaritmo
(exponente) nimero exponente
y=log,x significa r=a¥
base nimero —' base

En otras palabras, el logaritmo del niimero x en la base a, es el exponente al cual
debe elevarse ésta para obtener el mimero x. En resumen, un logaritmo es un exponen-
te. Por ejemplo,

2= lﬂg"] 100 signiﬁca 100 = 102

Enlogyy 100 = 2, el logaritmo es 2, 1a base es 10 y el nimero es 100. El logaritmo, 2, es
el exponente al que debe elevarse la base, 10, para obtener el nimero, 100. Observe que
10% = 100.

A continuacion se presentan algunos ejemplos de cOmo una expresién exponen-
cial puede convertirse en una expresion logaritmica.

10° =1 logigl =0

£ =16 log, 16 = 2
s 55 :
—| =— log;,— = §
(2) E7) OBu23;
1 1
-2 _ T A e o
&= 25 103525 2

Resolvamos algunos ejemplos que requieren la conversion de la forma exponen-
cial a la forma logaritmica, y viceversa.

Escriba cada ecuacion en forma logaritmica.
1y 1 1
4 = = S — -5 P
a) 3* =81 b) (5) 125 c) 2 %
1 1 _
a) log, 81 = 4 b) logu_s 1—25 =3 c) log, 3—2 = =5

SIENPLD 2 b Escriba cada ecuacion en forma exponencial.

1

a) log,49 =2 b) log, 64 = 3 ) lggwg—l =4

a) 7 —w b) 4 = 64 9 (1)“ =l
- 3] Tat

b Bars FocCiie a al aiarcicin 47
Ahora resuelva el ejercicio 47

cIEMI Escriba cada ecuacién en la forma exponencial; luego determine el
valor desconocido.

a) v = logs 25 b) 2 = log, 16 €) 3 =logpx
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2) 5 =25 Yaque5’ =25 y=2

b) a® = 16. Como 4% = 16, a = 4. Observe que a debe ser mayor que 0, por lo que —4
no es un valor posible de a.

1%\? 1Y 1 1
c) (E) = x.Yaque (E) = é,x =

Ahora que sabemos cémo convertir ecuaciones de la forma exponencial a la forma lo-
garitmica y viceversa, podemos graficar funciones logaritmicas. Las ecuaciones de la
forma y = log, x,a > 0,a # 1y x > 0, se denominan funciones logaritmicas. Las grafi-
cas de este tipo de funciones pasan la prueba de la recta vertical. Para graficarlas, cam-
bie a la forma exponencial y trace los puntos. Este procedimiento se ilustra en los
ejemplos4 y 5.

Antes de graficar funciones logaritmicas, analizaremos algunas de sus caracteristicas,

Para todas las funciones logaritmicas de la forma y = log, x o f(x) = log, x,donde a > 0,
azlyx>0

L. El dominio de la funcién es (0,00).
2. Elrango de la funcién es (—o0, 0o).

3. La gréfica pasa por los puntos (%, —1), (1,0) ¥y (a,1).

En casi todos los casos puede trazarse una grifica razonablemente buena de la
funcion logaritmica, precisamente con los tres puntos que se listaron en el paso 3.

Cuando a > 1, la grifica se vuelve casi vertical a la izquierda de 1, —1) y casi hori-
zontal a la derecha de (a, 1), vea el ejemplo 4. "

Cuando 0 < a < 1, 1a grifica parece casi vertical a la izquierda de (g, 1), y casi horizon-

1
tal a la derecha de S ~1 |, vea el ejemplo 5,

Grafique y = log; x. Indique el dominio y el rango de la funcién.

Esta es una ecuacién de la forma y = log, x,donde a = 2;y = log, x signi-
fica x = 2, Por lo tanto, para empezar construimos la tabla de valores usando x = 2.
La tabla se desarrollara con mayor facilidad para valores seleccionados de y y deter-
minando los valores correspondientes de x. Los tres puntos listados en el paso 3 del
recuadro aparecen en rojo en la tabla.

1
| ==

111
16 8 | 4
y | =4 | =3|-2]|-1 L [ 2| 3| 4

y=logx | |,

L o
+ +

Después trazamos la gréfica (figura 9.21). Los tres pares ' .-f] sl kbt ¥
ordenados que se resaltan en la tabla también se resal- :if
tan en rojo en la gréfica. El dominio, es decir, el conjun- _ |
to de valores de x,es {x|x > 0}. El rango, o conjunto de

al | conjunto de t los ni
E{E ores de y, es el conjunto de todos los nimeros reales, FIGURA 9.21
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Grafique y = logyp x. Indique el dominio y el rango de la funcion.

1
Esta es una ecuacién de la forma y = log, x,donde a = =y = logy;» x

X
. Ty . . .
significa x = 3 Primero construimos una tabla de valores seleccionando valores
para y y determinando los correspondientes valores de x.
¥
N ES RN
= = i ER
s [t | | 4 8 |16 | 2f
3 |4 =3 | 2 | 3 N

™2 3 45 678 9% x
=14 ~
=24 T
-—3_
—dt

|

y =logy, I_-_—_* =

La gréfica se ilustra en la fignra 9.22. Fl dominio es

> 0}yel | conjunt | i -
}:Sl’xﬁ- } y el rango es el conjunto de los ndmeros rea FIGLIRA 9.2

ey e i [ s e
Ahnra roaciialva al atiarriecin
r ANOFa resueiva €l gjercicio

Si analizamos los ejemplos 4 y 5, veremos que el dominios de y = log; x y de
y = log, x es {x|x > 0}. De hecho, para cualquier funcién logaritmica y = log, x, el do-
minio es {x|x > 0]. Observe también que las gréficas de los ejemplos 4 y 5 son graficas
de funciones uno a uno.

Recuerde que para determinar las funciones inversas, intercambiamos x y y y despe-
jamos y en la ecuacién resultante. Considere y = a". Si intercambiamos x y y, obtene-
mos x = g'. De acuerdo con la definicién de logaritmo, podemos reescribir esta
funcién como y = log, x, que es una ecuacioén donde y estd despejada. Por consiguiente,
y =a*yy = log, x son funciones inversas, y podemos escribir: si f(x) = a, entonces
FY(x) = log, x.

En la figura 9.23 se muestran las grificas generalesde y = a" yde y = log, x,a > 1
en los mismos ejes. Observe que son simétricas respecto de la recta y = x, Tome en
cuenta la informacién del recuadro siguiente.

FUNCION EXPONENCIAL FUNCION LOGARITMICA

y=a‘{a=0a=#1) y=log,x(a>0a=#1)

Dominlo: {—00, m}“><, (0, 00)
Rango: {0, 00) {—o0, 00)
(+2) ()

fi »
Puntos en la gréfica: (0, 1) KA O 1L (1,0)

(1, a) (a,1)

vy 68 transforma en x

Con base en lo anterior, podemos ver que el rango de la funcién exponencial es el
dominio de la funcién logaritmica, y viceversa. Ademis, los valores de x y de y en los
pares ordenados estin intercambiados en las funciones exponencial y logaritmica.
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3.
5
yzﬂk_. ’
o ’/‘y=x
3 /,’
2= S e
>l
L 2 y=log, x
i =T l-ll “ | | | i
D . A T T R I
P E
22
e —2—]
Fd
F
s =31
_‘__
FIGURA 9.23

En la figura 9.24 se ilustran las gréficas de y = 2" y y = log, x. En la figura 9.25 se
muestran las gréificasde y = % vy = log,» x. En cada figura, las grificas son inver-
sas entre sf y, por lo tanto, siméiricas respecto de la rectay = x.

8 4

-

- o
N oy=z /'J i &3 =¥
i v # 2 #
7 2 M s
ol ! 8 y=rx P 4 ¥=x
E] Fry ¥ i
4 ~ 4 4 ,.n"
3 « i P g #
/ ¥ ==
- #- ,—r"{j::]ag;x i (2]" L
P i
—9—3—1—;_1 A 20344 8 78 9 x —4—3—1—}__’! \3\\3 4 4 6 7 4 9% x
P 2l
|
o —3 o -3 §= hsu;——-___
F3 —ad < —
= '
FIGURA 9.24 FIGURA 9.25

Mais adelante veremos muchos problemas de aplicacién que involucran logaritmos;
por lo pronto analizaremos sélo una de sus aplicaciones mds importantes.

Terremotos Los logaritmos se utilizan para medir la magnitud de
lns terremotos. En la escala Richter, desarrollada por el sismélogo Charles F, Richter,
por ejemplo, la magnitud, R, de un terremoto estd dada por la férmula

R= lOgm 1
donde I representa el niimero de veces que el terremoto es més intenso respecto de la
actividad sismica mds pequefia que se puede medir con un sismdgrafo.
a) Si un terremoto mide 4 grados en la escala de Richter, ;cudntas veces es mds inten-
so respecto de la actividad sismica mas pequefia que se puede medir?
b) ;Cudntas veces es mas intenso un terremoto que mide 5 grados que uno que mide 4?

o a) Entie 'problema El ndmero asignado en la escala Richter, R, es
4 Para determinar cudntas veces es més intenso el terremoto respecto de la actmdad
sismica mds pequefia que puede medirse, /, sustituimos R = 4 en la férmula y despeja-
mos 1.
QUL e R = lﬂgfﬂ l'
4 = I.Og“j l'
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104 =1
10,000 = I

Por lo tanto, un terremoto que mide 4 grados es 10,000 veces més intenso
respecta de la actividad sismica mas pequeifia que se puede medlr

b)

5= logy !
106 = ¢
100,000 = !

Como (10,000)(10) = 100,000, un terremoto que mide 5 es 10 veces mis intenso que un

terremoto que mide 4.

L Considere la funcidn logaritmica y
a) ;Qué restricciones hay sobre a?
b) ;Cuil es el dominio de la funcién?

=log, x.

¢) (Cudl es el rango de la funcién?

2. Escriba y =log, x en forma exponencial.

3. Si algunos puntos en la grifica de la funcién exponencial,

FE=# (—3.%),(—2. %).(—1 1

Grafigue las funciones logaritmicas.
T y=logx 8 y=logx

Loy=logx 12, y =log,x

Grafigue cada par de funciones en los mismos ejes.

1 x
15 y=2%y=logpx 16. y=(5).y=lngzx
Excriba cada ecuacion en forma logaritmica.
19 2°=3§ 20, 3% =243
22, 26 =64 23 167 =4
25, 87 =2 26. 1611 =2
Ty 1 1
=] == 29, 27 =12
= (5) -5 On 2=
1
4% = — 2, 812 =9
P 32, 8
1 1
S_" — 3 8_”‘3 SR
oA 625 % 2
37, 81 = x 38 327 = -
- 3 2
40. 10" =12 41. ¢ = 7.3891
4, a"=b 4 " =w

'5). (Un 1). (1. 3‘):

Math'sgp  Mysathisb )

Mathil”

&1

MyMathlLab

(2,9 y (3, 27), liste algunos puntos de la grifica de la funcién
logaritmica g{x) = log, x. Explique c6mo determiné su res-
puesta,

Para la funcién logaritmica y =
plirse respecto de x? Explique.

log, (x — 3), ;qué debe cum-

Analice la relacion entre las graficas de y = a*y y = log, x
paraa=>0ya#1l.
¢Cudl es la interseccion con ¢l eje x de la grifica de una

ecuacion de la forma y = log, x?
y=logypx 10. y =logsx
= logys x 4. y =logyx
1 x
y=2y=logx 8. y=15)y = logi

2L ¥ =9
24, 49472 =7
1% 1
A (2) 32
1
§ e
0 216
3. 64 =4
1
167V = =
% 4
39, 1008 = 7
42, 17 = 0.6065



Escriba cada ecuacién en forma exponencial.

4s,

48,

5L

54,

57.
60,
63.

69.

73,

71

8L
85,
89.

® 93

L

97,
98.
99,
100.
101,

log,8 = 3 46, logs 125 =3
1 A 6 49. 1 L. -2
DEJ,IQ 64 —~ . o.gﬁ 25 =
1
logs 7 = 5 52 lcg,—,‘4=§
i 85, log, —— = —3
OB10900 ~ 810 1000
log;216 = 3 58, log, 1024 =5
log,, 8 = 0.9031 6L log, 6.52 = 1.8749
log,s = -p 64 log.c = -a
Escriba cada ecuacién en forma exponencial; luego determine el valor desconocida.
log,64 = y 66. log;25 =y 67.
log:x =3 7. log,x =5 L
logi,x =6 T4 logsx =4 & 75
Evaliie cada una de las siguientes expresiones.
I.Dg]n 1 T8. Iﬂgln 10 ™.
1
]ngn ﬁ 1;2- lﬂg]n m @ 83-
log, 256 86. log; 169 87
1 1
I.ogg a 90, |ogu E 9L
loge 9 94, log; 12 95.
Si f(x) = 5%, jcudl es el valor de f~'(x)? 102.
Si f(x) = logs x, jcudl es el valor de £ (x)? 103,
(Entre cuiles enteros debe estar log; 627 Explique.
(Entre cudles enteros debe estar log; 0.672? Explique. 104

(Entre cudles enteros debe estar log;, 4257 Explique.

Seccion 93
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1
7. Iong=3

1
ngj @ = —4

1
I.ng ﬁ = -3

logyy 1000 = 3

. logy, 0.62 = —0.2076

log, 30 = 3.4012

log, 125 = 3 68. log, 81 =4
1 1

log, PR 4 7% logg rea

e -~ % 1ogy

ey R TR

log]n 100 80, Iﬂglo 1000

logm lﬂ.mﬂ 84 lﬂg]n lm,ﬂm
1 1

log, 81 B8, logs o5

log, 1 92, logs 1

log, 1024 96. log, 128

(Entre cuiles enteros debe estar logs 0.32567 Explique.

Enelcasode x > 1, ;qué valor aumenta m4s ripido confor-
me x se incrementa, 2* o log;, x? Explique.

Enel casode x > 1, ;qué valor aumenta més rdpido confor-
me x se incrementa, x o logyy x? Explique.

Cambie a la forma exponencial y despeje x. En la seccién 9.4 analizaremos las reglas para resolver problemas como éstos.

105,

x = log,, 10¢ 06 x=log7

107, x = log, b*

108. x = log, &’

Cambie a la forma logaritmica y despeje x. En la seccidn 9.4 analizaremos las reglas para resolver problemas comao éstos.

109,

x = 10/%w?

10, x = §'o%°

. Terremoto Si la magnitud de un terremoto es de 7 grados

114,

en la escala Richter, jcudntas veces es més intenso respecto
de la actividad sismica mds pequefia que puede medirse?
Utilice R = logy, { (vea el ejemplo 6).

Terremoto Si la magnitud de un terremoto es de 5 grados
en la escala Richter, jcudntas veces es mis intenso respecto
de la actividad sismica mds pequefia que puede medirse?
Utilice R = logy, 1.

1L x = po=?

115,

116.

17,
118.

112, x = c"&*

Terremoto ;Cudntas veces €5 mis intenso un terremoto
que mide 6 grados en la escala Richter que uno que mide 27

Terremoto ;Cudntas veces es mas intenso un terremoto
que mide 4 grados en la escala Richter que uno que mide 1?7

Grafique y = log, (x — 1).

Grafique y = log; (x — 2).
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5.4-5.7] Factorice.
119, 2 - 6x° — 36x 120, x' - 16 12L 40x* + 52x — 12 122, 6775 +rs — 1

Al determinar el logaritmo de una expresion, a ésta se le denomina argumento del
logaritmo. Por ejemplo, en log), 3, el 3 es el argumento; en logg (2x + 4),el (2x + 4) es
el argumento. Cuando el argumento contiene una variable, suponemos que representa
un valor positivo. Recuerde que sélo existen logaritmos de niimeros positivos.

Para poder realizar cilculos mediante logaritmos, primero hay que entender sus
propiedades. La primera de estas propiedades que estudiaremos es la regla del produc-
to para logaritmos.

Para nimeros reales positivos, x,yya,a# 1,

log, xy = log, x + log,y  Propiedad 1

Esta regla nos dice que el logaritmo del producto de dos factores es igual a la suma de
los logaritmos de los factores.

Para demostrar esta propiedad, determinemos log, x = m y log, v = n. Recuerde
que los logaritmos son exponentes. A continuacién escribimos cada logaritmo en for-
ma exponencial.

log, x = msignifica o™ = x
log, y = nsignificag” =y

Al sustituir y usar las reglas de los exponentes, vemos que
xy=a"a"=d""
Ahora podemos convertir xy = a™*" a la forma logaritmica,
xy = a™ " significalog, xy =m + n
Por dltimo, al sustituir m por log, x v n por log, v, obtenemos
log, xy = log,x + log, ¥y
que es la propiedad 1.

log,(6-7) = log;6 + log, 7
log,3z = log,3 + log, z
logs x* = logg (x+x) = logsx + logg x o 2loggx

La propiedad 1, la regla del producto, puede extenderse a tres 0 m4s factores, por ejem-
plo,log, xyz = log, x + log, v + log, z.

Analicemos ahora la regla del cociente para logaritmos, a la que haremos referencia
como propiedad 2,

Para nimeros reales positivos x,yya,a# 1,

log,i =log,x — log,y  Propiedad 2
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Esta regla nos dice que el logaritmo de un cociente es igual a la diferencia entre los lo-
garitmos del numerador y del denominador.

log, 14—9 = log, 19 — log, 4
X
lﬂgﬁg = log; x — log,3

Z
lug_.-,m = logsz — logs(z + 2)

La siguiente propiedad que analizaremos es la regla de la potencia para logaritmos,

Si x y a son niimeros reales positivos, a # 1, y n es cualquier niimero real, entonces

log,x" =nlog,x  Propiedad 3

Esta regla nos dice que el logaritmo de un nimero elevado a una potencia es igual al
exponente multiplicado por el logaritmo del nimero.

log, 4° = 3log, 4
log; x> = 2logy x

1
logs V12 = logs (12)'? = 7 logs 12
1
logg‘\‘:"z + 3 =logg(z + 3)1"5 = Eloga{z + 3)

Las propiedades 2 y 3 pueden demostrarse de una forma andloga a la que se expli-
c6 respecto de la propiedad 1 (vea los ejercicios 79 y 80 de la pagina 623).

Utilice las propiedades 1 a 3 para desarrollar.
29
a) I.OggE b) log, (64-180) c) logy (22)°

29
a) log; 5= logs 29 — logg 43

b) log, (64 -180) = log, 64 + log, 180

1
o) logp(22) = _log;y22

Lh

resueiva et ejercacio i

A menudo tendremos que utilizar dos 0 més de estas propiedades en el mismo
problema,

Desarrolle, )

3

- 2 4 3
c) log. (—4 3 a) d) log; 7[1:{}; )

a) logy, 4(x + 2)° b) logg.{
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a) log,4(x + 2) = log;y4 + log, (x + 2)°
= log;4 + 3log(x + 2)

(4 - ay 2
b) logs o logs; (4 — a)* — logg 3

= 2logs;(4 — a) — logs3

4 — 2 4 —
<) log;( 33) =?.lc|g:-.( 3&)

= 2[logs (4 — a) — logs 3]
=2log;(4 — a) — 2log;3

[x(x + 9)F

5 = logs[x(x + 4)]° — logs 8

d) logs
= 3log, x(x + 4) — log; 8
= 3[logs x + logs(x + 4)] — log; 8

= 3logs x + 3logs(x +4) — log: 8

4
En el ejemplo 2b), cuando desarrollamos logs ( ,primero usamos la regla del cociente.

3
4—a
3

2
) , primere usamos la regla de la po-
_—
tencia. {Nota la diferencia entre ambos problemas? En log; %, sole el numerador

En el ejemplo 2¢), cuando desarrollamos log; (

del arpumento estd elevado al cuadrado; por lo tanto, primero utilizamos 1a regla del cocien-

_ A2
te. En log; (4 a) , todo el argumento estd elevado al cuadrade, de modo que primero
usamos la regla de la potencia.

EIE] Fscriba cada una de las siguientes expresiones como el logaritmo
de una sola expresion,

a) 3logg(z + 2) — logg z

b) log;(x + 1) + 2log;(x + 4) — 3log;(x — 5)

2) 3logg(z +2) — logsz = loge(z + 2)° — logs 2

(z +2)
= logg————

b) log;(x + 1) + 2log;(x +4) — 3logs(x — 5)
= logy(x + 1) + logy (x + 4)* — log; (x — 5)°
= log; (x + 1)(x + 4)* — log; (x — 5)°

(x + 1)(x + 4)?

= 1|
087 [:x_s:lj
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log, xy = log, x + log, ¥
X
loga; =log,x — log, y

Observe que:
log,{x + y) = log,x + log, ¥ log, xy = (log, x)(log, ¥}
log, (x —y) + log,x — log, ¥ I(:r_ga£ log_ﬂx
y log,y

ILLILL

Las dltimas propiedades que analizaremos en esta seccién se utilizardn para resolver
ecuaciones en la seccion 9.6.

Sia>0ya#1, entonces
log,a* = x Propiedad 4
y a“s*=yx(x>0) Propiedad 5

logs6® = 5 3oa? = 7

loge 9" = x §lots® = g (x> Q)
Evalde. a) log;25 b) V16 o8

a}- logg 25 puede escribirse como logs 5 y, de acuerdo con la propiedad 4,
logs 25 = logs 5 = 2

b) V16 "“&? puede escribirse como 4"°%°, De acuerdo con la propiedad 5,
VI6e? = gloa = 9

» Ahora resuelva el ejercicio 55
= x = = - - - . o e : B S 5 ks = BathXl HyMathiah
1. Explique la regla del producto para logaritmos. . B {Es verdadera la afirmacion log, (xyz) = log, x + log, y +
2. Explique la regla del cociente para logaritmos. log, z? Explique.
“ 3. Explique la regla de la potencia para logaritmos. " 6, (Esverdadera la afirmacionlog, (x + y + 2) = log, x + log,
4. Explique por qué fue necesario indicar que x y y son nime- y + log, z7 Explique.
Tos reales positivos cuando analizamos las reglas del produc-
to y del cociente.

Uttilice las propiedades 1 a 3 para desarrolfar.
7. log,(3-10) 8 log:(4-7)
@ 9. logg7(x + 3) 0. loggx(x + 2)

27
logzﬁ 12 logs(41-9)
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Vx

@ 13 lngmm 14, logs3*
15, logs x 16. loge 12(4)*
17. logy(r + 7)° 18. logsb’(b - 2)
19 log,,\/ s 20, loge(x — 6)x?
* a+?2 * 2 )
2L logs——— 22, log, x*(x — 1
0g; (a-8) og, x(x — 13)
iy +4) zY
23, logaT 24. logm(g>
O Va Vb
25, lﬂgla 26. log; _.?’_{.'_
Escriba como logaritmo de una sola expresidn.
27, logs 2 + logs 8 28, logsd + logy 11

29. log, @ — log, 5 3. log,17 — log; 3
3L 6log,2 32, %logg?
33 loggx + log(x + 3) 3. logs{a + 1) — logs{a + 10)
35 2log z — logy(z — 2) 36. 3loggy + 2logg(y — 9)
3. 4{logsp — log: 3) 38, %[log.;(r = 1) — logg ]
logsn + logy(n + 4) — logy(n — 3) 4. 2logst + Slogs(t — 6) + logs (3r + 7)
41, %[Iogs(x — 8) — log; x] 42, Glog;(a+3) +2log;{a—-1) - %Iog;a
43. 2logy 4 + %1039(r &y = %loggr M. Slogg(x +3) — [2loge(7x + 1) + 3 loggx]
(345, 4loge3 — [2loge(x + 3) + 4logs x] 46. 2log;(m —4)+ 3log;(m +3) — [Slog;2 + 3 log; (m — 2)]

Determine el valor escribiendo cada argumento mediante los niimeros 2 y/o 5 y usando los valores log, 2 = 03010 y log, 5 = 0.6990,

47. log, 10 48. log,2.5 4. log, 0.4
1 = 3
S0. log, @51 log,25 52 log, ¥3

Evaliie (vea el ejemplo 4).

§3, 5hssl0 54, log,3 55, (23)'*%7 56. log, 64
57. logy 27 58. 2log, VO 59, S(ﬁ)hgﬂ o, % log, Ve

6L Parax>0yy>0,se Cllmplebgni =log,xy" = log,x + 63, Utilice la regla del producto para demostrar que
1 x
S & log,— = log, x + log,—
log, ¥ log, x + log, _v? 8 y g g"_p

62. Lea el ejercicio 61. De acuerdo con la regla del cociente, " 64 a) Explique por qué
log.,; =log, x — log, y. ;Podemos concluir por lo tanto que log, ;} # log,3 — log,x + log, ¥

log, x = log, y = log,x + log, %’? b) Desarrolle de forma correcta log, i
xy



()65, Exprese log,(x* —4) —log,(x + 2) como unsolo logaritmo y |

simplifique.
66. Exprese log,(x — 3) — log,(x* + 5x — 24) como un solo loga-
ritmo y simplifique.
" 67. (Eslog,(x’ + 8x + 16) =2 log,(x + 4)? Explique.
" 68. (Eslog,(4x? — 20x + 25) = 2 log,(2x — 5)7 Explique.

Silogyy x = 0.4320, determine el valor de las siguientes expresiones.

6. log, x° 0. logy, Vx
1. ngm \’4& 72 Iog]n _\‘.'1]

Silogy x = 0.5000 y log,, y = 0.2000, determine:

X
4. lo (*-)
E1o 3

73. logy xy

En grupo, analicen y respondan el ejercicio 81.

V!
81. Consideren log, V,.—?::, endondex >0yy>0.
x

a) Miembro 1: Desarrolle la expresion mediante laregla del
cociente.

b) Miembro 2: Desarrolle 1a expresion mediante laregla del
producto,

s~ 4 > 3 eindi-

. . 2% =8
251 82, Resuelva la desigualdad -
; 5
que la solucién en
a) notacidn constructiva de conjuntos.
b) notacién de intervalos,
[5.7] 83, a) Escriba una expresién para determinar el drea
sombreada de la figura.

c C

\—'\r‘—’

ia

b) Escribala expresién dela parte a) en forma facto-
rizada.

Examen de mitad de capitulo 623

75, Usando la informacidn dada en las instrucciones para los gjer-
cicios 73 y 74, jes posible determinar log;y(x + ¥)? Explique.

76. ;Son iguales las grificas de y = log, X y y =2 log, x? Expli-
que su respuesta analizando los dominios de cada ecuacion.
Utilice las propiedades 1 a 3 para desarrollar.
Va-b
(a* + b2)(cD) 2
b l%[(a —b)(b +c)c + d}]

77. log,

79. Demuestre la regla del cociente para logaritmos.

80. Demuestre la regla de la potencia para logaritmos.

x!
¢) Miembro 3: Simplifique primero —‘};, y luego desarro-
lle el logaritmo resultante, \*fx—}"

d) Comprueben cada uno el trabajo de los demds y asegi-
rense de que todas las respuestas sean correctas. ;Estas
expresiones pueden simplificarse por los tres métodos?

9 — 7
=9

x+2

[7.77 85, Multiplique (3i + 4)(2i — 5).

86. Despejeaena — 6Va =17.

84. Despeje x en 2 +
X

FPara determinar su comprension del material que se ha abordado hasta este momento, resuelva este pequefio examen. Las respuestas,
v laseccidn en donde se traté el material por primera vez, se proporcionan al final del libro. Repase el material de las preguntas que

respondid de forma incorrecta.

1. a) Explique como determinar (f = g)(x).

b) Sif(x)=3x +3yg(x)=2x + 5, determine (f = g)(x).

2 Seaf(x)=x"+5yg(x) = E:t‘.lleterl:rl.iuiz
x

a) (f = g)(x) b) (f = g)(3)
c) (g = f){x) d) (g = f)(3)
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3. a) Explique lo que significa que una funcién sea uno a uno
(o inyectiva).
b) ;La funcién representada mediante la grifica siguiente
es uno a uno? Explique.

¥

=

En los ejercicios del 4 al 6, para cada funcién, a) determine si es
una funcién uno a uno; b) si es una funcién uno a uno, determine
su funcidn inversa.

4 {{_3; 2): (2* 3}: {5: 1:]! {6: 8”
5 pix)= %x -5
6 kix)=vx-4, x=4

7. Seam(x) = —2x + 4. Determine m™'(x) y luego, en los mis-
mos ejes, grafique m(x) y m~'(x).

Grafique cada funcién exponencial.
g y=2* 9. y=3"

Capitulo 9 Funciones exponenciales y logaritmicas

10. Grafique la funcién logaritmica y = log, x.

11. Bacterias El niimero de bacterias en una placa de Petri es
N(r) = 5(2), donde r es el nimero de horas a partir que se
colocaron 5 bacterias en la placa. ;Cudntas bacterias hay en
la placa
a) al cabo de una hora?

b) 6 horas después?
12. Escriba en forma logaritmica 27%% = 9,

13. Escriba log, f.-l‘l = —§ en forma exponencial.
14 Evalde log; 125,

15. Resuelva la ecuacidnlog,, — = x parax.

16
16. Resuelva la ecuacién log, 64 = 3 para x.

Utilice las propiedades 1 a 3 para escribir como una suma o
diferencia de logaritmos.

17, log, x*{x — 5)
18. log; %

Escriba como un solo logaritmo.
19. 3log; x + loga(x +7) — dloga(x + 1)

1
20. S[log; (x + 2) - log; 2]

Las propiedades que analizamos en la seccién 9.4 pueden usarse con cualquier base va-
lida (un nimero real mayor que 0 y distinto de 1). Sin embargo, como estamos acos-
tumbrados a trabajar con la base 10, muchas veces utilizaremos dicha base al realizar
cilculos con logaritmos. Los logaritmos de base 10 se denominan logaritmos comunes.
Cuando trabajemos con logaritmos comunes no es necesario indicar la base; por lo

tanto, log x significa logy, x.

A continuacion se escriben las propiedades de los logaritmos en términos de loga-
ritmos comunes. Para nimeros reales positivos x y y y cualquier niimero real .

Liogxy=1logx +logy
llﬂgi = log x — log y

J.logx"=nlogx

Los logaritmos de casi todos los niimeros son nimeros irracionales. Incluso los
valores dados por calculadoras por lo regular sélo son aproximaciones a los niimeros
reales. Aunque trabajemos con aproximaciones al evaluar casi todos los logaritmos, por
lo general escribimos el logaritmo con un signo igual. Asi, en lugar de escribir log
6 = 0.778135, escribiremos log 6 = 0.778135. Los valores que damos para los logaritmos
son precisos, al menos hasta cuatro decimales.

En el capitulo 1 aprendimos que 1 puede expresarse como 10%, y que 10 puede ex-
presarse como 10", De acuerdo con esto, ya que 5 esté entre 1 y 10, entonces también

debe estar entre 10° y 10",

1<5<10
10° < 5 < 10"
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El niimero 5 puede expresarse como la base 10 elevada a un exponente entre Oy 1.
El niimero 5 es aproximadamente igual a 10%%%7_Al igual que en el caso de los logarit-
mos, al escribir expresiones exponenciales con frecuencia usaremos el signo igual, aunque
los valores sélo son aproximaciones. Asi, por ejemplo, generalmente escribiremos
10%%897 = 5 en lugar de 10%%%897 ~ 5,

Si evaliia log 5 en una calculadora, como se explicara en breve, ésta mostrar el valor
aproximado 0.69897, Observe que

log5 = 069897 y 5 =10

Podemaos ver que &l logaritmo comiin, 0.69897, es el exponente de la base 10. Ahora es-
tamos preparados para definir los logaritmos comunes,

El logaritmo comiin de un niimero real positivo es el exponente al que se debe elevar la ba-
se 10 para obtener el niimero.

Silog N = L, entonces 10~ = N,

Por ejemplo, si log 5 = 0.69897, entonces 106987 = 5,
Ahora considere el namero 50,
10 < 50 < 100
10" < 50 < 10?

El niimero 50 puede expresarse como la base 10 elevada a un exponente entre 1y 2, El
nimero 50 = 10'%97; por lo tanto, log 50 = 1.69897.

Para determinar logaritmos comunes de nimeros, podemos utilizar una calculadora
que tenga la tecla de logaritmo, :

Determinacidn de logaritmos comunes

Para determinar logaritmos comunes, ingrese el niimero y luego presione la tecla de logaritmo.

Determinar log 400 400 2.60206
Determinar log 0,0538 0.0538 ~1.2692177

En algunas calculadoras graficadoras, primero se tiene que presionar la tecla LOG y luego ingresar el nimero. Por
ejemplo, en la T1-84 Plus, se debe hacer lo siguiente;

Determinar log 400 LOG|(400 ) |[ENTER 2.602059991

Generado por la calculadora

EJE] Determine el exponente al que debe elevarse la base 10 para obte-
ner el nimero 43,600,

Se nos ha pedido determinar el exponente, que es un logaritmo, Necesita-
mos determinar log 43,600. Mediante una calculadora, encontramos

log 43,600 = 4.6394865
Por lo tanto, el exponente es 4.6394865. Observe que 1046394865 — 43 600).

esueiva &l ejercicio i
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La pregunta que ahora debemos responder es: “si conocemos el logaritmo comiin de
un nimero, jcémo determinamos el nimero?"” Por ejemplo, si log N = 3.406, ;jcudl es
el valor de N? Para determinar N, el nlimero, necesitamos determinar primero el valor
de 10°*. Como

10*4% = 2546.830253

N = 2546.830253. Este ntiimero es el antifogaritmo de 3.406.

Cuando determinamos el valor del niimero a partir del logaritmo, decimos que en-
contramos el antilogaritmo o logaritme inverso. Si el logaritmo de N es L, entonces N
es el antilogaritmo o logaritmo inverso de L.

Silog N = L, entonces N = antilog L.

Cuando nos dan el logaritmo comiin, que es el exponente de la base 10, el antiloga-
ritmo es el nitmero que se obtiene cuando la base 10 se eleva a ese exponente.

log 962 = 2.9831751 antilog 2.9831751 = 962

log 0.00046 = —3.3372422  antilog (—3.3372422) = 0.00046

Al determinar un antilogaritmo, empezamos con el logaritmo, o el exponente, y
terminamos con el niimero igual a 10 elevado a ese logaritmo o exponente. Si antilog
(—3.3372422) = 0.00046 entonces 107422 = (,00046.

Determinacion de logaritmos

Para determinar antilogaritmos en una calculadora cientifica, introduzca el logaritmo y presione la tecla o depen-

diendo de cual de ellas tenga su calculadora. Luego presione la tecla Después de presionar la tecla se desplegard el
antilogaritmo.

Determinar antilog 2.9831751. 29831751 [INV|[LOG 962.00006*
Determinar antilog (-3.3372422) 3.3372422| +/— |[INV||LOG| 0.00046*

Cuando se quiere determinar el antilogaritmo de un valor negativo, primero hay que introducir el valor y luego presionar la tecla
antes de presionar las teclas de la inversa y de logaritmo.

* Alpunas calculadoras dan respuestas liperamente diferentes dependiendo de su electrdnica,
** Alpunas calculadoras pueden mostrar las respuestas en notacidn cientifica.

En casi todas las calculadoras graficadoras, para obtener un antilo garitmo hay que presionar la tecla 2™ y luego la tecla
antes de ingresar el logaritmo.

En la TI-84 Plus y en algunas otras calculadoras, 10" se encuentra impreso directamente arriba de la tecla @’ Enrea-
lidad, el antilogaritmo es el valor de 10% en donde x es el logaritmo. En la T1-84 Plus, cuando se presiona [2™) @, en la pantalla
aparece 10" seguido de un paréntesis izquierdo. Entonces se ingresa el logaritmo seguido por la tecla | ) |. El antilogaritmo apa-
recerd en la pantalla después de presionar la tecla| ENTER |,

Determinar antilog 2.9831751 (29831751 962.0000619
Determinar antilog (—3.3372422).  [2*][LOG] {(~)|3.3372422] ) |[ENTER 4.599999664E 411

La TI-84 Plus penera autom4ticamente el paréntesis izquierdo,
TRecuerde que este nimero es 0,0004599999664, s6lo que estd escrito en notacion cientifica,





























































































