Capitulo T

Variaciones con respecto al tiempo

VARIACION CON RESPECTO AL TIEMPO. Si una variable x es funcién del tiempo ¢, la variacién

3

4.

de x en la unidad de tiempo viene dada por dx/dt.

Cuando dos 0 mas variables, todas funciones de ¢, estan relacionadas por una ecuacién, se puede
obtener la relacién entre sus variaciones derivando la ecuacién con respecto a ¢.

Problemas resueltos

Un gas escapa de un globo esférico a razéon de 2 metros cibicos por minuto. Hallar la disminucién de su superficie
en la unidad de tiempo, sabiendo que el radio es de 12 metros.

Sea r el radio de la esfera en el instante ¢, El volumen correspondieme es ﬁnr’ y la superﬁcie, S = 4nr'.

av. . dr 4§ dr dSldt 2 2 1 .,
Tendrcmos,w = 4nr v —8nr?,m =5 , de do nde, d = ( = (—2) —-—Tm/mm

De un embudo cOnico sale agua a razdn de 1 centimetro cibico por segundo.
Sabiendo que ¢l radio de ]a base es de 4 centimetros y la altura de 8 centimetros,
calcular el descenso del nivel en la unidad de tiempo en el instante en que la
superficie libre se encuentra a una distancia de @ centimetros de la base del

embudo. ‘ 2

Sea r el radio, 4 la altura de la superficie del agua en el instante ¢ y Vel
volumen de agua que contiene el cono.

De los tridngulos semejantes, r/4 = h/8 6 r = 4h.

V=larth = 15nh® y dVidi = }nk® dhjds.

Fig. 11-1

Cuando dV/dt = —1 y h = 8 — 2 = 6, tendremos dh/dt = —1/97 cm/seg

Se forma un monticulo cénico de arena cuya altura es constantemente, igual a los 4/3 del radio de la base. Hallar: (@) el
incremento del volumen en la unidad de tiempo cuando el radio de la base es de 3 metros, sabiendo ademds que ¢éste
aumenta a razon de 25 cm cada minuto; (b) el incremento del radio en la unidad de tiempo cuando éste ¢s de 6 metros
y el volumen aumenta a razén de 24 metros cubicos por minuto,

Sea r = radio de la base y 4 = altura del cono en el tiempo ¢.

_ 4 1, 4. v _ 4 . dr
_Comoh—Tr,V— 3nrh——9-nr,y?——3—nr I
dr 1 4dv s _ dav _ dr 1 .
(@) Cuandor =3y ar —T,W—Mm/mln () Cuandor =6y ar —24,7-—-—2" m/min.

Un barco A4 navega hacia el sur a una velocidad de 16 millas por hora, y otro B, situado 32 millas al sur de 4, lo hace
hacia el este con una velocidad de 12 millas por hora. Hallar (a) la velocidad a la que dichos barcos se aproximan o sepa-
ran al cabo de una hora de haberse iniciado el movimiento. (b) Idem, después de 2 horas; (¢) el momento en que dejan
de aproximarse y comienzan a separarse asi como la distancia a que s¢ encuentran en dicho instante.
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Sean A, y B, las posiciones iniciales de los barcos, y 4, y B, las correspondientes A'J’
al cabo de ¢ horas. Llamemos D a la distancia que los separa ¢ horas después de ini-
ciado el movimiento. 3
dD - 400t — 512 i
. — 2 2 =
DY =(32— 160 + (121)* y i D A
(@) Cuandot =1, D =20y dD/dt = —5,6. Se aproximan a razén de 5,6 min/h. a\pD
(b)) Cuando t =2, D =24 y dDjdt = 12. Se separan a razén de 12 min/h. "
(¢) Dejaran de aproximarse cuando dD/dt =0, e.d. cuando ¢ = 512/400 = 1,28 h, = 18t
en cuyo momento D = 19,2 millas. - Bo B
Fig. 11-2

Dos lados paralelos de un rectingulo se alargan a razén de 2 centimetros cada segundo, mientras que los otros 2, se

acortan de manera que la figura resultante, en todo momento, es un rectingulo de drea constante e igual a 50 centf-

metros cuadrados. Calcular la variacién en la unidad de tiempo del perimetro P cuando la longitud de los lados exten-

:siibles es de (a) 5 centimetros (b) 10 centimetros. (¢) Hallar las dimensiones del rectingulo cuando el perimetro deja
e disminuir.

Sea x = longitud de los lados que se alargan e y = longitud de los otros lados en el tiempo ¢.

dP _ _(dx  dy R dy dx
(@) Cuandox =35, y =10 y dx/dt = 2.
dy dy dp N
Por tanto § = +102)=0 6 & —4, vy i = 2(2 — 4) = —4 cm/s (disminuyendo).
(b) Cuandox =10, y =5 y dx/dt=2.
Por tanto 10 -g{- +52)=<0 6 % =—1, ¥y -“i—;— = 2(2 — 1) = 2 cm/s (aumentando).

(¢) El perimetro dejari de disminuir cuando dP/dt = 0, e.d., cuando dy/dt = —dx[dt = — 2..

Por tanto x(—2) + »(2) = 0, y el rectingulo es un cuadrado de lado x = y = 54/ Zcm.

Sea r el radio de una esfera en el instante ¢. Hallar dicho radio cuando su incremento en la unidad de tiempo es igual,
numéricamente, al de la superficie,

*-

. das dr
= s 2 fhiadl
Superficie de 1a esfera, § = 4nars, 7 8nr ar
ds dr dr dar . 1
Cuando—a—'- = Sur?,yel radioes r = 87 M p

Un peso W estd unido a una cuerda de 50 metros de longitud que pasa por
una polea P situada a una altura de 20 metros con respecto al suelo. E! otro
extremo de la cuerda, se encuentra unido a un' vehiculo en el punto A,
situado a una altura de 2 metros como indica la Fig. 11-3. Sabiendo que el
vehfculo se mueve a una velocidad de 9 metros segundo, calcular la velocidad w

a la que se eleva el cuerpo cuando se halle a una altura de 6 metros. v A

3
Ix

20—-2

Sea x el espacio recorrido por el cuerpo e y la distancia horizontal hasta
el punto A en el instante 7.

Tenemos que calcular % cuando —Z‘:— =9 yx=0.

, dy 0+ x dx
3 _ 2 2 = = .
Ahora bien, »' =30+ x) (18 vy i > T

dy 30+6 dx

Parax=6.y=18\/_3y—’?‘—=9. Por tanto, 9=WT Tﬂ—dedonde%=%\/_3m/s.

Un foco de luz est4 situado a una altura de H metros sobre la calle. Un objeto de & metros de altura se encuentra en
el punto O justamente debajo del foco y s¢ mueve en linea recta, a partir de esta posicién inicial, a lo largo de la calle
a una velocidad de v metros por segundo, Hallar la velocidad ¥ del extremo de Ja sombra sobre la calle al cabo de
t segundos. (Ver Fig. 11-4))
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Al cabo de ¢ segundos el objeto ha recorrido una distancia vr, Sea

L
y = distancia del extremo de la sombra a O,
y—wt h Hve dy Hy 1
y H Y= m—n Y Ve T H=% ~ 1=Wr" H
Por consiguiente, la velocidad del extremo de la sombra es propor-
cional a la velocidad del objeto, y el factor de proporcionalidad depende 0 N

h
. vt
de la relacién A/H. Cuando h — 0, ¥V — v, mientras que si & — H, ¥ au-
menta mucho mds ripidamente. l‘— v ——l

Fig.11-4

Problemas propuestos

9. Las dimensiones de un depésito paralelepipédico son en metros, 8 largo, 2 de ancho y 4 de profundidad. Se llena de
agua a raz6n de 2 metros cubicos por minuto, hallar la variacioén de la altura del nivel, con respecto al tiempo, cuando
la profundidad del agua es de 1 metro. Sol. 1/8 m/min.

10. Un liquido penetra en un tanque cilindrico vertical de 6 metros de radio a razén de 8 metros ciibicos por minuto.
Hallar la variacién de la altura del nivel del agua con respecto al tiempo. Sol. 2/97n m/min,

11. Un objeto de 5 metros de altura se encuentra justamente debajo de un foco de luz de la calle situado a 20 metros de
altura. Suponiendo que el objeto se mueve a una velocidad de 4 metros por segundo, calcular: (a) la velocidad del
extremo de la sombra, (5) la variacion de la longitud de la sombra en la unidad de tiempo.

Sol, (@) 16/3 m/s. (b) 4/3 m/s.

12. Un globo se eleva desde un punto 4 de la tierra a una velocidad de 15 metros por segundo y su ascenso se observa
desde otro punto B situado en la horizontal que pasa por 4 y a una distancia de este punto de 30 metros. Hallar la
variacién de la distancia del punto B al globo cuando la altura de éste es de 40 metros. Sol. 12 metros/segundo.

13. Una escalera de 20 metros se apoya contra un edificio. Hallar (@) la velocidad a la que se mueve el extremo superior
cuando el inferior se aleja del edificio a una velocidad de 2 metros por segundo y se encuentra a una distancia de él
de 12 metros, (b) la velocidad a la que disminuye la pendiente. Sol. (a) 3/2m/s., (b) 25/72 cada segundo.

14. De un recipiente conico de 3 metros de radio y 10 de profundidad sale agua a razén de 4 metros cabicos por minuto.
Hallar la variacion, con respecto al tiempo, de la altura de la superficie libre y del radio de ésta cuando la profundidad
del agua es de 6 metros. Sol. 100/817 m/min, 10/27n m/min.

15, Un barco, cuya cubierta estd a una distancia de 10 metros por debajo de la superficie de un muelle, es arrastrado hacia
éste por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en ¢l muelle. Sabiendo que cuando
el barco se encuentra a una distancia del muelle de 24 metros, aproximdndose con una velocidad de 3/4 metros por
segundo, hallar la velocidad del extremo del cable. Sol. 9/13 m/s.

16. Un muchacho lanza una cometa a una altura de 150 metros. Sabiendo que la cometa se aleja del muchacho a una velp-
cidad de 20 metros por segundo, hallar la velocidad a la que suelta el hilo cuando la cometa se encuentra a una dis-
tancia de 250 metros del muchacho. Sol. 16 my/s,

17. Un tren que sale a las 11 horas de la mafiana se dirige hacia el este a una velocidad de 45 kilémetros por hora, mien-
tras que otro, que sale al mediodia desde la misma estacidn, se dirige hacia el sur a una velocidad de 60 kilébmetros por

hora. Hallar la velocidad a que se separan ambos trenes a las tres de la tarde. Sol. 1504/ 2/2 km/h.

18, Un foco de luz est4 situado en la cuspide de una torre de 80 metros de altura. Desde un punto situado a 20 metros del
foco y a su misma altura, se deja caer una pelota. Suponiendo que ésta cae segun la ley s = 162, hallar la velocidad
a la que se mueve la sombra de la pelota sobre el suelo, un segundo después de empezar a caer. Sol. 200 m/s.

19. Un barco A4 se encuentra a una distancia de 15 millas al este de un punto O, y se mueve hacia el oeste a una velocidad
de 20 millas por hora. Otro barco B, a 60 millas de O, se mueve hacia el norte a una velocidad de 15 millas por hora.,
Determinar: (a) si los barcos se aproximan o se separan al cabo de 1 hora y a qué velocidad, () idem al cabo de 3 horas,
(c) el momento en que estin mds proximos,

Sol, (@) Aprox., 1154/82 millas/h; (b) Sep. 9 4/10/2 millas/h; (¢) 1 h. 55 min.

20. Un depésito conico, de 8 metros de diametro y 16 de profundidad, se llena de agua a razon de 10 metros ctibicos por
minuto. Sabiendo que el depésito en cuestidn tiene una fuga y que cuando la profundidad del agua es de 1 metro el
nivel se eleva a razon de 1/3 metros por minuto, hallar la cantidad de agua que abandona el depdsito en la unidad de
tiempo. Sol. (10 — 37) m*/min. :

Una solucién llega a un depésito cilindrico de 30 centimetros de didmetro después de haber pasado por un filtro conico
de 60 centimetros de profundidad y 40 de diametro. Hallar la velocidad a la que se eleva la superficie libre de la solu-
¢ién en el cilindro, sabiendo que cuando su profundidad en el filtro es de 30 centimetros, su nivel desciende a razén
de 2,5 centimetros por minuto. Sol. 10/9 cm/min.
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Capitulo 12

Derivada de las funciones trigonométricas

MEDIDA EN RADIANES. Sea s la longitud de un arco 4B corres-
pondiente al angulo AOB de una circunferencia de radio r, y §
el area del sector AOB. (Si s corresponde a 1/360 de circunferen- B
cia, /AOB =1°; si s=r, /AOB =1 radian.) Suponiendo
que / AOB es de a grados, tendremos

. 7 __ T s o

(i) 5= T ar y S 360ar r A}
Supongamos ahora que / AOB es de 0 radianes; en este caso, Fig. 12-1

(ii) s=0r y S=130rt

Comparando (i) con (ii) se apretia, claramente, la enorme ventaja que representa la medida de un
angulo en radianes.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Sea 0 un namero real cual-
quiera. Tracemos un angulo cuya medida sea 6 radianes de for-
ma que su vértice esté situado en el origen de un sistema carte- Pz, ¥)
siano de coordenadas, siendo el eje x el origen de angulos. ’
Tomando un punto P (x, y) sobre el otro lado del 4ngulo, a una
unidad de O, se verifica: sen 6 = y y cos § = x. El dominio de 4
definicién de sen 0 y de cos 8 es el conjunto de los nimeros rea- \ x
les; el campo de variacién de sen 8 es —1 <y <1 y el de 0
cos 9§, —1 < x < 1. De las expresiones

_ senf _ 1 Fig. 12-2
tag 0 = os8 Y sec 0 = o0

se deduce que el campo de variacion de las funciones tag 6 y sec 0 es el conjunto de los nimeros
2n—1 .
"2 m(n=1,273,...).Sedeja
como ejercicio para el alumno la consideracién, desde este punto de vista, de las funciones cot 8
y cs¢ 0.
En el Problema 1 se demuestra que

reales, mientras que el dominio de definicion(cos 0 #~ 0)es§ # +

lim senf _ 1

0-0 6

(Si el angulo se mide en grados, este limite vale a/180. Por esta razén se utiliza la medida en radianes,
en los calculos.)

REGLAS DE DERIVACION. Sea « una funcion derivable de x; en estas condiciones,

d du d g, du
14, d—x(senu)—cosuzx— 17. E(COtu)——-csc u—
d du d . du
15. E(uosu) = —senu — 18. E(sec“) = secutagu—
d du d du
—_— = z — —— _ — e
16. e (tag u) = sec?u e 19. e (csc u) CSC u cot u Ix

(Ver Problemas 2-23),
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Problemas resueltos

. sen 0
im—— = 1.

1. Demostrar que: |
- 0

Como

, consideraremos solamente lim
—6 6 050+ 0

En la Fig. 12-3, sea 6 =/ AOB un angulo en el centro, positivo y pe- ?

sen(—6) _ sen 6 sen @ D

Cl |A_

queflo, de radio OA4 = 1. Llamando C al pie de la perpendicular trazada 0

desde Ba OA y D la interseccién de OB con un arco de radio OC, tendremos, OC = cos 0. CB —

sector COD < ACOB < sector AOB
con lo que $0cos* @ < }senfcosb < §0 Fig. 12-3

Dividiendo por 468 cos 0 > 0, tenemos
sen 8 < 1

< ~I
COURES 6 cos 6
Si 80— 0+*; se tendri cos 80— 1, #—H, y 1 < lim sl < 1; de donde, lim sen 8 =1,
cos @ 6-s0+ 0o+ O

2. Derivar —d- (senu) = cos u ‘—"—“, siendo « una funcién derivable de x,

dx dx
Sea y=senu
tendremos vl Ay = oonfy 1L A
Ay = sen (u + Au) —senu = 2 cos (u + $4u) sen §Au
dy sen fAu
A_ll = ¢cos (¥ + }Au) ——W
dy _ . dy . Ly, Senddu
e _AE.H.LW -Al:_rg cos (& + 34u) j-l-To—iAH = COS «

y derivando la funcién de funcion,

-i(senu) = i(sen/ )-i"- = cosu-d—u
dx = N T T dx
d d d du du du
3. E(cosu)= d—x[scn(}n—u)] il [sen(in—u)]a = —cos(&n—u)z = —senu —.
du du
. d _d(senu cosu*cos 4z~ —sen u| —senu 1 . du
- I @B = o\ osu ] = cos® u = costu dx ¢

Hallar la primera derivada de las funciones de los Problemas 5-12.
d d
S, y=sen3x + cos 2x, y' =c¢os 3x 7;(3x)—senzx Z(Zx) = 3 cos 3x — 2 sen 2x
d
6. y=tagx® y' = sec? x? = (x?) = 2x sec® x*
d
7. y=tag*x = (tag x)". y =2tagx Ix (atg x) = 2 tag x sect x
8. y=cot(l —2x?, y' = —csc? (1 —2x?) :g-t— (1 —2x%) = 4xcse? (1 — 2x%)

9. y=sec® Vx = sec? x%,

sen 8

d d 3
- 2 ,1/2 1/2y — 2 »1/2 o 1/2 e . 179 — 8 ta
y = 3sec’x 7 (sec x¥?) = 3 sec? x/? - sec x!/* tag x ; (x )—zv_sec Vx g\/;

X

10. ¢ = 4/csc 20 = (csc 20)%,
o’ = #(csc 26)1* %(csc 20) = —3{(csc 26)-¥2 - csc 20 cot 20+ 2 = —~/csc 20 - cot 20




62 DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS " [CAP. 12

1. f(x) = x*sen x. f'(x)=x22‘_i?(se“x)+senx%(x’)=x'cosx+2xsenx
d d
x —— {cos x) —cos x —— (x)
. fm = X = & d ™ —xsenx—cosx

x2 xt

Hallar las derivadas indicadas en los Problemas 13-16.

13. y=xsenx;y’’". y' =Xxco8x + sen x
y'’ =x(—senx) +¢cosx +cosx =—xsenx + 2cos x
y'''=—xcosx—senx—2senx = —xCcosx —3senx

4, y =tag?(3x—2);»"".
v =2tag(3x —2) sec?(3x —2)+3 = 6tagBx —2)sec*(3x —2)
y' = 6[tag (3x — 2) - 2sec (3x — 2) * sec (3x — 2) tag (3x — 2) * 3 + sec® (3x — 2) sec* (3x — 2) * 3]
= 36 tag® (3x — 2) sec* (3x — 2) + 18 sec* (3x —2)

cos (x + »)

15. y=sen(x + )y Yy =cosx+):(U+y) ey =g—rs

16. seny +cosx =1;y"".
cosy -y’ —senx —0 ¢ y = (sen x)/(cos »)

CO8s ycos x —sen x (—sen y) * ¥’ _ cosxcosy +senxseny-y’
cos? y cos® y

y’l —

_ Cosxcosy + sen x sen y (sen x)/(cos y) _ cos xcos*y + sen® x sen y
costy cosdy

17. Hallar f*(=/3), f"(/3), f*'*(7/3), en la funcién f(x) = sen x cos 3x.
J(x) = —3senxsen3x + cos 3xcos x
= (cos 3x cos x — sen 3x sen x) — 2 sen x sen 3x
= €05 4x — 2 sen x sen 3x. L3 = —§ — 2(V3]2)00) = —}
f(x) = —4sendx — 2(3 sen x cos 3x + sen 3x cos x)

= —4 sen 4x — 2(sen x cos 3x + sen 3x cos x) — 4 sen x cos Ix

= —6 sen 4x — 4f(x). [@)3) = —6(—A/3]2) —4V3[D(—1) = 5v/3
J7(x) = —24 cos 4x — 4f"(x). S[R3 = —24(—p) — 4(—}) = 14
18. Hallar los dngulos agudos de interseccién de las curvas v

(I) y = sen® xy (2) y = cos 2x, en el intervalo 0 < x < 2.

(@) De la ecuacién 2 sen?x = cos2x = 1 — 2sen'x, se
obtiene =/6, 5n/6, T=/6 y 117/6, que son las abscisas
de los puntos de interseccién pedidos,

b) y’=4senxcosxen (I), e

y’ = —2sen 2x en (2).

Enel punto /6, m, = 4/ 3 y my = —4/ 3.

(c) tag¢ = %\/——3 = —4/3; el 4ngulo agudo de in-

terseccion es de 60°. En los demds puntos los dngulos Fig.12-4
de interseccién también son de 60°.
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" 19, Un terreno rectangular estd limitado por dos caminos My N, y B

en uno de sus vértices P se encuentra el extremo de un pequeilo
lago. Sabiendo que la distancia de P a los caminos M y N es de
108 y 256 metros, respectivamente, hallar 1a longitud de la trayec-
toria més corta por la que se puede ir de un camino al otro cru-
zando el terreno y pasando por el extremo del lago.

Sea s la longitud de la trayectoria buscada y @ el dngulo que
forma con el camino M.

Camino N

s=AP 4+ PB = 108 ¢sc O + 256 sec @

ds/d0 = —108 csc 8 cot § + 256 sec 6 tag 6

—108 cos® 0 + 256 sen? §
sen® 0 cos® 0 Fig. 12-8

Camino M

De —108 cos®* § + 256 sen* § = 0, tag® 8 = 27/64 y el valor critico es 8 = arc tag 3/4.
Por tanto, s = 108 csc 6 + 256 sec & = 108(5/3) + 256(5/4) = 500 m.

20, Estudiar la funcion y = f(x}) = 4senx —3 cos x en el inter-
valo [0, 2x]. ’

Cuando x = 0, y = f(0) = 4(0) — }(1) = —3.

Jx) — 4 &n x— 3 ¢os x Do la céuacion fla) — 0, tedultd

tag x = 3. con lo que les puntos do terseocidn eon ol a6 x
son x = 0,64 radianes y x == | 0,64 = 3,78 radianes.

J ) = gcos x + 3senx. Delaecuacionf (x) = 0, se deduce
tag x = —4/3, con lo que los valores criticos son x =z — 0,93
=221y x =2—093 = 535,

f(x) = —4sen x + 3 cos x. De la ecuacién f""(x) = 0, se de-
duce tag x = 3/4, con lo que los valores criticos son x =z — 0,93
=221 y x=n+ 0,64 =3,78.

Fig.12-8

f(x) = —4 cos x — 3 sen x.

(@) Para x = 2,21, sen x = 4/5 y cos x = —3/5; f"’(x) < 0y, por tanto, en x = 2,21 hay un minimo relativo ¢ igual
a 5. En x = 5,35, se tiene un minimo relativo igual a —5.

& f064) = 0y f°(3,78) # 0. Los puntos de inflexion son (0,64;0) y (3,78; 0).

(c) La curva es concava desde x = 0 a x = 0,64; convexa desde x = 0,64 a 3,78, y concava desde x = 3,78 a 2n.

21. Cuatro barras de longitudes a, b, ¢, 4 estdn articuladas formando un cuadriléte:ro.
Demostrar que el 4rea 4 ¢s mAxima cuando los 4ngulos opuestos son suplementarios.

Sea 0 el éngulb formado por las barras de longitudces a y b, ¢ el angulo opuesto
y h la longitud de Ia diagonal opuesta a dicho dngulo.

Hemos de calcular el maximo de la funcion.

Fig. 12-7

(I) A = dabsen 8 + }cdsen ¢ con la condicion
D BP=a*+b—2abcos 8 =¢* + d*— 2cdcos ¢, Derivando con respecto a 6:

N 44 dé¢ : _ da¢
1" W—z}abcosﬂ+§cdcos¢w—0 y (@) absenO—cdsenquo

Despejando d¢/db en (2°) y sustituyendo en (1), resulta,

absenf

— = 6 sen ¢ cos O +cos psen O = sen(p +6) =0
cdsen ¢

abcos 0 + cdcos ¢

de donde ¢ + 8 =0 6 7, con lo que queda demostradd-ptescindiendo de la primera solucién,

-~
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22, El piloto de un bombardero, que vuela a 2 kilometros de altura y a una velocidad de
240 kilometros por hora, observa un blanco terrestre hacia el que se dirige. Calcular
la velocidad a 1a que debe girar el instrumento dptico cuando el 4ngulo entre la ruta
del avién y la linea de mira es de 30°.

-j—: =—240km/h, 6=130°, vy x=2coth.
dx _ .p 40 _ do dg _ 3
v —2cscr 0 & 0 sea —240 = —2(4) Y T = 30 rad/h = P grados/s.

23. Un rayo de luz parte de un punto Py se propaga por el aire a una velocidad v,
incidiendo sobre un punto O de una superficie de agua situada g unidades de
longitud por debajo de P. Sabiendo que en el interior del agua se propaga a
una velocidad v; ¥ que pasa por otro punto Q a una distancia de b unidades
de la superficie, demostrar que el paso de luz de P a Q s¢ verifica de la manera

sen 0, vy

"o

—a— —
By
]

, siendo 8, y 6, los 4ngulos de incidencia y

sen 0, Vg

mas rapida cuando :
refraccién con la normal a la superficie. :
}
|

ol
(>

Sea r el tiempo que emplealaluzen irde Pa @ y ¢ 1a distancia de 4 a B;
en estas condiciones,

. a sec 0, + b sec 6, y c=atagh, + btagb, °
. o Fig. 12-9

Derivando con respecto a 0,,

40,

di _ asech tag, + btagOysec, A db,
d6,

—_— = —_ = 3 ! ] .
6 o s 2, y 0 =asec*l, + bsect

o, asec' 8,

De la Gltima ecuacién, N =— Beec 0, Para que r sea minimo se precisa que

dr _ axcoltagol + bsecogmgag _ asec’ol) =0
‘”l N ¥ Vg bm’o, -

de donde se obtiene la relacién pedida.

Problemas propuestos

senax sen® 2x

sen 2x .
senbx’ (c)il_r.n x

. senx
=21
s 2%

Sol. (@) 2, (b) a/b, (c) 8/9, (d) 0.

@ lim 1—cosx
E s ]

24. Hallar: (@) lrlf: , () 1_111: ! sen® 3%’

. Deducir asimis-

C8 Y y@b)cotu =

25. Deducir la férmula 17 de derivacién utilizando las relaciones (g) cot u =
sen u tag 4

mo las férmulas de derivacién 18 y 19,

Hallar las derivadas dy/dx o dp/df en los Problemas 26-45.

26. y = 3sen 2x Sol. 6 cos 2x

27. y =4 cos §x Sol. —2 sen §x

28. y = 4 tag 5x Sol. 20 sec® 5x

29. y = } cot 8x Sol. —2 csct 8x
30. y = 9sec ix Sol. 3 sec §x tag ix

31. y=}oscdx Sol. y = —csc 4x cot 4x
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32, y=senx—xcos x + x* + 4x + 3 Sol. xsenx + 2x + 4
B, o=9senb Sol. (cos 0)/(2V/ sen 6)
34. y =sen2/x Sol. (—2 cos 2/x)/x?
B y=cos(l —xv Sol. 2x sen (1 — x%)
36. y=cos (1 —x)? Sol. y = 2(1 — x) sen (1 — x)?
3. y=sen?(3x—2) Sol. 3 sen (6x — 4)
38, y = sen® (2x — 3) Sol. —} {cos (6x — 9) — cos (2x — 3)}
39, y =4 tag xsen 2x Sol. sen 2x

_ —3 sec 20 tag 20
. 0= Gem—1yn Sol. —ec 26—y

_ tag2f sec? 260 — A csc 40
6. e= 1—cot20 225¢ (1 —cot 26)!
4, y=xtsenx + 2xcos x —2sen x Sol. xtcos x
43, seny = cos 2x Sol. ___Zsean

cos y
2 sec* 2x

44, cos 3y = tag 2x Sol, — W
48, xcosy = sen (x + ) Sol, _Sosy—cosx+y)

xseny -+ cos(x + »)

3 n
46. Six = A sen kt + B cos k2, siendo A,B,k constantes, demostrar que %’; =—k'xy f!t_’f = (—I1)*¥x.

47, Demostrar: (@) y’" + 4y = Osiendoy = 3sen(2x + 3),(8) ¥’ + ¥ + y* + y = Osiendo y = sen x + 2cos x.
48. Estudiar las funciones siguientes en el intervalo ¢ < x < 27

@y=}sen2x (©) y=x—2senx (¢) y =4cos®x—3cosx
(b)y = cos® x —cos x (d) y =senx(1 + cos x)

Sol. () Max. en x = n/d, 52/4; min. en x = 3n/4, Tn/4; P.1. en x = 0, 72, =, 372
() Max.en x = 0, 7; min. en x = n/3, 57/3; P.I. en x = 32°32’, 126°23", 233°37’, 327°28"
(©) Max.enx = 5x/3; min.enx ==xn/3;Pl.enx=0,=n
(d) Max.en x = =n/3; minen x = 5a/3; P.l.en x = 0, %, 104°29°, 255°31"
(¢) Max, en x = 0, 2%/3, 4n/3; min. en x = n/3, 7, 5n/3; P.I. en x = 7m/2, 3n/2, n[6, 5n/6, Tn/6, 11/n6

49. Sabiendo que el 4ngulo de elevacion del sol es de 45° y que va disminuyendo a razén de } radianes por hora, hallar la
velocidad a que se desplaza la sombra de una torre de 50 metros de altura sobre la tierra. Sol. 25 m/h.

50. Un cometa, a una altura de 120 metros sobre la tierra, se mueve horizontalmente a una velocidad de 10 metros por
segundo. Hallar la velocidad a la que disminuye e] dngulo de inclinacién del hilo con la horizontal cuando la longitud
de éste sea de 240 metros. Sol. 1/48 rad/s,

51, La luz de un foco situado a una distancia de 3 600 metros de una costa rectilinea gira a una velocidad de 47 radianes
por minuto, Hallar la velocidad a la que se desplaza un rayo de luz sobre la costa (a) en el punto mis préximo, (4) en
un punto situado a 4 800 metros del punto mds proximo. Sol. (a) 2407 m/s, (b) 2 0007/3 m/s.

. Las longitudes de dos lados de un tridngulo son 15 y 20 metros. Hallar (@) 1a velocidad de variacion del tercer lado cuando
¢l angulo formado por los otros dos es de 60° y aumenta a razén de 2° por segundo () 1a velocidad a la que aumenta

el drea, Sol. (@) n/4/ 39 m/s, (b) Sn ms.

s

»



Capitulo 13

Derivada de las funciones trigonométricas inversas

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INYERSAS. La funcién inversa de x = sen y es y = arc sen x
(o bien, sen—1x). El dominio de definicidon del arc sen x es —1 < x < 1, es decir, el campo de va-
riacién de y; el campo de variacidn de arc sen x es el conjunto de los niimeros reales, es decir el
dominio de la definicion de sen y. El dominio de definicién y el campo de variacién de las restantes
funciones trigonométricas inversas se establece de forma aniloga.

Las funciones trigonométricas inversas son multiformes. Con objeto de evitar confusiones de re-
ferirnos a una determinada parte de estas funciones, se define para cada una de ellas un arco lla-

mado rama principal. En los graficos que figuran a continuacién la rama principal se representa
con un trazo mas grueso.

v v

()
-r
y = arcsen x y = arceos x == are tag x
Fig. 13-1
Funcién Rama Principal
= arc¢ sen x —nSySin
y = arc cos x O0=sy=snm
= arc tag x —n<y<in
y = ar¢ cot x O<y<m
y = arc sec x —mfy<—in, 0Zy<inm
Yy = arc ¢sc x —n<ys—in, O<y<Lin

REGLAS DE DERIVACION. Sea u una funcidon derivable de x; entonces

d 1 du d N
20. d_x (arc sen u) = ﬁz: —d—x- 23. ‘Zx_ (arc cot ll) == 1 + ut Zx-

" 1 du d 1 du
21, - (arccosu) = — i & M. —— (arcsecw) = =1 dx

d 1 du d B
2. 2 (arc tag u) = T 25, ™ (arccse ) = — N —1 dx
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Problemas resueltos

. d 1 du d 1 du

1, Derivar: (@) — (arcseny) = ——— —, (b)) — (arcsecu) = —— —,
dx V11— dx dx N B —1 dx

(@) Sea y = arc sen u, siendo « una funcién derivable de x. Tendremos u =sen y y

du dy dy _ S dy
T dx(seny) y(scny)a—cosya—\/l—-uﬁ

Y

. .. . di
tomamos el signo positivo porque cos y > 0 en el intervalo — } < y < i, Por tanto, % = _l\/_;—-_—_u’ 2%

(b) Sea y = arc sec u, siendo u una funcién derivable de x. Tendremos u = secy y

de d dy - dy 5 2
-E—d—y(secy)dx secytagydx-—u\/?";_ldx
tomamos el signo positivo porque tag ¥ = O en los intervalos 0 < y < jny —n < y < —}=. Por tanto,
J (arcsec u) = —l— .
ax e Ty e dx .
Hallar la primera derivada en los problemas 2-9.
dy 1 d 1
2. y = arcsen(2z—3 == = (22 -8) = —/—
( ) dz V1 - (2x—3)p dz V3x—2*—2
dy 1 d 2z
— 2 &Y 2 =
3. y=arccosx dr = \/i——a:‘d”(z) i
d: 1 6x
4 = arc tag 3z 'E% = mdw(&w) = TToa%
5. f(x) = are cot: ta:
- 1+z tde\1—x - 1+z\" (1 xz) 1+
1+(122) 1+(
11—z 1-=z

6. f(x) = zva®*—2* + a®are sen%

f’(z) = 2 .&(al_xl)-lll (_2‘”) + (al_zl)lll + a’—‘/'-i'—:——l(zT)_; .i_ = 2‘/‘;!_9::

. ¥y = Z are cac - +V - x?

d (1 1.4d o 1
1’1 dz'(x) + arcescy Iz @) + 1 —2h (—2x) = arccse]
——1
x'

aga:

!-lli-h

ale-

8. y = arc tas(

- bt = 1l.__ ¢ __, é-sec'
v = ;5 ( ) e T ab a' + bltagiz a
tag z

gectz 1

+ b tagix = adcostx + b'sen’x

% y'senz +y = arctagx Zyy'sene + yleosz + ' = o

! , _ 1 — (1+a%cosa
¥(Bysenz + 1) = T2 y* cos y ¥ = [T+ )2y senz + 1)




10. En un terreno circular hay un foco de luz L situado como indica la figura. Un
objeto parte de B y se mueve hacia el centro O a una velocidad de 10 metros por
segundo. Hallar la velocidad de su sombra sobre la circunferencia cuando el
objeto se encuentra en el punto medio de BO.

Sea x (metros) la distancia de P a B en el instante ¢; llamando r al radio del
circulo, 6 ¢l 4ngulo OLP y s el arco interceptado por 6, tendremos

s =r(20),y 8 = arc tag OP/LO = arc tag(r — x)/r.

ﬁ—z,-i@._—z’-_ l n(_l)-:di—._—_zr.__oﬁ
dr — T dt 1+ [r—x)r] r] d&  X—2Zx+2 dt

Cuando x = 4r y dx/dt = 10, serd ds/dt = —16 m/s.
La sombra se mueve a una velocidad de 16 m/s.

Fig. 18-2

11, La arista inferior de un cartel de 12 metros de altura, est4 situado a 6 metros por encima de los ojos
de un observador. Suponiendo que la visién mds favorable se obtiene cuando el 4ngulo subtendido
por el cartel y los ojos es miximo, calcular la distancia de 1a pared a la que se debe situar el ob-
servador.

Sea 0 el dngulo subtendido y x la distancia a la pared. De la Fig. 13-3, se deduce tag (6 4+ ¢) 12
= 18/x,tag ¢ = 6/xy
_ _ tag(0+ ¢)—tag$ _ 18x—6/x _ 12« A
tagd = tag{O0+ ) — 4} = T G+ Ptag g ~ TFAEHED ~ = + 108 s ©
x

. t 12x _‘ﬁ _ 12(—x® + 108)
= arc asm y dx  x' + 360x* + 11.664 °

E! valor critico es Fig. 13-3

x = 64/3 = 10,4. El observador se debe situar a una distancia de 10,4 m de la pared.

Problemas propuestos
12, Deducir las férmulas de derivacion 21, 22, 23 y 25.

Hallar dy/dx en los Problemas 13-20.
3 2

1
13, y = arcsen 3x Sol. —— 17. y = x*arccos 2/x Sol. 2x |arc cos — ——)
Vv1—9x* : x + Vxt—4
14, y = arccos 4x Sol. —; 18. y=—x——-—-arcsen—x- Sol. —L-
4 —x? Va—xt a (@ —x9)**
15, y = arc tag 3/x Sol. —xT-s+-—9 19. y = (x—a) V/2ax — x* + g*arc sen x:a Sol. 24/ 2ax — x*
1 X2 -4 1 x 8
16, y = —1 | S — e Yo e— — gl -
y = arcsen(x ) So D 20. y = + ) arc sec 2 Sol. Ve

21. Enla \fertiqal del centro de un terreno circular de 30 metros de radio se quiere situar un foco de Juz a una altura tal
que la iluminacién en el perimetro sea mAxima, Sabiendo que la intensidad en un punto cualquiera del contorno es di-
rectamente proporcional al coseno del dngulo de incidencia (Angulo entre el rayo luminoso y la vertical) e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia al foco, hallar la altura que debe tener este.

Ind: Sea x la altura, y la distancia del foco a un punto de la circunferencia exterior y 8 ¢l dngulo de incidencia,

E=UN a2 Sol. 154/ 72 metros.

Tendremos 1 = k V= G F 00y

22. Dos barcos parten de un mismo punto A, uno se dirige hacia el Sur a una velocidad de 15 millas por hora y ¢l otro
hacia el Este a una velocidad de 25 millas por hora, durante 1 hora, volviendo después hacia el Norte. Hallar la velocidad
de rotacion de la linea que ios une al cabo de 3 horas de iniciado el movimiento. Sol. 20/193 rad/h.



Capitulo 14

Derivada de las Funciones Exponenciales y Logaritmicas

k
NUMERO ¢ = lim (l + l) = lim (1 + k)
h paes

A+t
11

1
op ot o+ = 27188,

=141+ .

(Ver Problema 1.)

NOTACION, Sia>0ya+#1, ysia = x, entonces y = log, x.
y=logex=Inx y =log,, x = log x

El dominio de definicién es x > 0; el intervalo de variacién es el conjunto de los niimeros reales.

[/} o
y=lnz y=e y=e¢"
Fig. 14-1

REGLAS DE DERIVACION. Si ues una funcién derivable de x,
26. %(log.u) = % log, e -:—:, (@a>0,a+#1) 28, % (@) =a"lna %, (a> 0)

du
dx

d ., du
29, E(e)—e —_

d 1
21, E (ln ) = 7 ax

(Ver Problemas 2-17.)

DERIVADA LOGARITMICA. Cuando una funcién derivable, y = f(x), es un producto de factores, el
proceso de derivacioén se simplifica tomando previamente logaritmos neperianos, o lo que es igual,
aplicando la férmula

d d
3, a 0=y x (iny)
(Ver Problemas 18-19.)
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Problemas resueltos

1. Demostrar que: 2 < lim (1 + %)'< 3.

=400
Desarrollando por el binomio de Newton, siendo n un nimero entero positivo,

(H%)‘ - 1+"( ) 1 21)( ) n(nl 12)(n3 2)( ) |
, .y n(nl—.12)(3137-2-)’;..1 G)
s (D ()0 S
(1003 (-2 )

L]
Evidentemente, para cualquier valorde n # 1, (l + %) > 2. También, sien (i) cada diferencia ( 1— %), ( 1— %—),

. e sustituye por un niimero mayor 1, tendremos

1 1
<1+ ) < Zhgrtgpt o oy
l 1 1 1 1 1
<2+?+'27+F Ty (Yaq“°n<F/

1 1 1 1
<3 (pucstoquc7+-2-,—+-2—,+ +2_.-T<1)

Por tanto, 2 < (1 + %)'< 3.

Si n—» a« tomando valores positivos enteros; tendremos

1 2 1
1-2-1,1-2>1, ..., y (1—a>( -—) (1——-) i
1

Esto conduce a Iim {1 +l = 1+1+ i — - = 2,71828.
L ) n 2! ! k!
. d du d 1du
2, Derivar —— A .l — - = =22,
rva dx (logau) = log' de 7 dz il u dx

Sea y = log, u, snendo u una funcion derivable de x, Tendremos

¥ + Ay = loga(u+ Aw)
Ay = log.(u+Au) — logau = log‘.u_I;Au = log‘.(l + :'—u
Ay _ 1 au) _ 1, aw) _ 1 au )"
Au —_ An loga<1 + o —_ ; A (1 +_"_ - ;logn<1 +_
y
dy _ 1 . Au u/An _ 1 u/Au
du = I[Al-f'.r.lo log. (1 + ” ) = ;log. l-fTo 1 +—— — ]ogue
d d
Asf pues, derivando como funcién de funclén o (log. u) = o (log. u) &= - 7 log. a’x .

1
Cuandoa = e, log,e = log,e =1 ¥y E('““). . %

_ dy _ 1 . 4d e _ 6x
3. ¥y = log.(3x%*—5) dr = 3z,_5log..e dz (8x* - 5) = 73:::’—510&‘3
2
4 y=In(@+3 = 2In(z+3) Wt Ly = 2
5 y = In*(x+3)
3
y = 2ln(z+3)- = 2ln(z+3)-z—_l'_—3'-;;(z+3) = %




CAP. 14] DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
6. ¥ = In(z*+2)(2*+3) = 1n(z’+2)+ln(:c’+3)
’ — 1 1 3 — .__3_@'_ _2_:5__
V = e m® Tt ey (”‘ +8) = Tyet 2+3
4
1. fz) = 1n(§5“-’_—0; = Inz* — In(3z—4)* = 4lnz — 2ln(3z—4)
e = 42 %@ ol Lap-g = 28
fl@) = 42 5.4 32 —4 dz s 3z—4
_ .1 d cos3x _
8 y = Insen3x Y = e dx(sen:!x) m = 3cot 3x
9 y=In(z+vV1+2zt)
v = 1+4(1+29)""22) 1 +el+a) T Qe 1
s+ 1+2)" T oz (A+) A+ T ST
od du d .  du
10. Deducir -d—x(a) = q lnaa—x- y Ix-(e) = e yee
Sea y = g%, siendo « una funcién derivable de x. Tendremos Iny = ulna,
d _ ldy _ du dy _ du d . . du
dz (Iny) = ydz = ]nadx, dz = ylnad ) da:(a) a ]nadz
d du
Cuando a = e, lna—lne—l con lo cual —-(e")—e"dx
1. y = e %= ¥ = ( 3x) = —fe %=
12. y= & y = e"'i(:c’) = 2ze”
) dz
13. y = a* y = o ]na-‘—i%-(3x') = 6za®”lna
— 2 ’ j— 3 d x d } ] —_— iz —
14, y = x*3* ¥y = =z °—(3’)+ 3 '—(:c) = 2}3*In3 + 82x = z3(x1n3+ 2)

£o* — g-o (e + e"")—(e‘“ —e ) — (e~ e"") — (e +em)

5.y = = Fe-or y' = (& F o
_ (e +em)|a(e+ 7)) — (e —e ) a(e™ — ™)
- (e + e~e=)t
_ (=4t 2+e¥) — (et —2+ et 4a
- @ (e + e T (e + e )

16. Hallar y’’, en la funcién y = e~*In x.

P *zi _d -= Poeed __e_’ —_ e = e’ =
¥y = e dw(lnm)%—ln:dx(e ) = p e *Inx o v
d
x—(e %) — e *5— (2} - _
dx dx —xe"*—e" e * -z _
y” —_— x’ — y’ —J ._.-—.—.——z—’-_— -— T + e lnx =

17. Hallar y’’, en la funcién y = e—**sen 3x.

y =¥ —% (sen 3x) + sen 3x % (%) = 3e~%cos Ix — 2e~**sen 3x = 3e~*cos Ix — 2y

d d
e -2z -8 4
y'' = 3e P (cos 3x) + 3 cos 3x m (e %) —2y

= —O¢~# gen 3x — 6e-2* cos 3x — 2(3e—2 cos 3x — 2e % sen 3x)

—e™ (12 cos 3x + 5sen 3x)

-4+ =

zl
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72 DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS [CAP. 14

Hallar la primera derivada aplicando la derivacion logaritmica.

18. ¥y = (2*+2)(1 -2 Iny = In(r2+2P(1—x* = 3In(x*+2) + 4In(l —2?)
- _‘_i_ 2 -3 — 2 31 — 34 6z _ 12x%
y = ydI[SIn(z +2)+4In(l-2%)] = (@@*+2001—-2) e Al e

6z(x*+ 2)* (1 — 2 (1 — 4x — 32%)

—— p2)2
19, y = Tl(l-F—xf)‘)/’ Iny = lnz+2In(1—2) - 3In(l+2)
\ rd-z* |11 _ 4x =z _ (1—-2 41—z (1-—2')
I+ [z 1—-2 14z = (14297 (1+2)" (1+ 2ty
(1 —5x*—dx*)(1 — 2%
(1+ x%)**
20. Hallar (a) los maximos y minimos relativos y (b) los puntos de inflexién
de la curva y = f(x) = x¥e*. '}
filx)y = 2xe"+ x'¢™ = ze'(2+2)
f'(x) = 2e°+ 4xze* + z%e* = &2+ dx+ xY) .
fix) = 6e* + 6xe* + x'e* = (6 + 6x + z?) —2—VZ -2 -2+/2
(a) Resolviendo f/(x) = 0 obtenemos los valores criticos x = 0y x = —2. i
Fig. 14-2

S (0) > 0y (0, 0) es un minimo relativo.
[ (—2) < 0y(—2, 4/e*) es un maximo relativo.

(b)) Resolviendo f*’(x) = 0 obtenemos los posibles puntos de inflexionen x = —2 + /2.
JU=2—2D#0yf"(—2+ 1/ 2) # 0; los puntos x = —2 + v/ 2 son puntos de inflexién.

21. Estudiar la curva de probabilidades y = ae—***, a > 0.
(@) La curva esta situada por encima del eje x, puesto que e~**=* > ( para v
todos los valores de x. Cuando x - + o0, ¥y — 0, con lo que el eje x

es una asintota horizontal. /\
a

() ¥ = —2ab'xe~¥" ¢ y'* = 2ab*(2bixt — 1)e-2, , ‘.
—v2/ze O] yaime <

Cuandoy’ = 0, x = 0; y cuando x = 0, y’* < 0. El punto (0, a)
es un madximo de la curva. .
Fig. 14-3

() Cuandoy’ =0, 2°x*—1 =0, y x = +4+/ 2/2b son posibles puntos de inflexién.

V2 V2

Ty 8 2b
y'>0 ’ ' <0 ' >0
concava convexa concava

Los puntos (== 1/2/2b, ae~'4) son puntos de inflexi6n.
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22. La constante de equilibrio X de una reaccion quimica, varia con la temperatura absoluta T segun la ley
K = K, e 1diT-T/TT siendo K,, ¢ ¥ T, constantes. Hallar la variacion de K por grado de variacion de T expresando
el resultado en tantos por ciento.

L K _ dnK)
K df ~  dr

E! tanto por ciento de la variacién de X por grado de variacion de T viene dado por —

T, d(iin K 5
Por tanto In X = InK,—iqTTT y (;T)._—Vz%=__;!_f_%,

23, Estudiar la funcion de las vibraciones forzadas y = f(r) = e~1s* sen 2ar.

(@) Cuandor =90, y = 0. La interseccion con el eje yesQ.

Cuandoy =0,sen21t =0yt =.. —g —4,0, 4, 1,4, ..
Estos son los puntos de interseccidén con e] eje t.

(b) Cuandot=...,—}, —L 4, 4 .psen 20t = |y y = eV,
Cuandot =...,—3},—}L $, -, sen 2wt = —l y y = —el,
La funcién dada oscilaentre lasdoscurvas y = e~s' ¢ y = —e~Vy¢, Fig. 14-4

siendo tangente a ellas en los puntos mencionados.

© y' =f'(t) = eV (2n cos 2nt — } sen 2nr)
' =f() = eVt {(} — dn%) sen 2nt — 2 cos 21}
Cuando y" = 0, 2nt cos 2t — § sen 2nt = 0, esto es, tag 2nt = 4.

Sit = £ = 0,237 es ¢l dngulo positivo mas pequefio que satisface ¢sta relacidén, tendremos que f = ..., & — 3
E—1,6— 1. & &+ 1. &+ 1, ... son los valores criticos.

i
Paran = 0,1,2,...f'(¢ + ) yf“(f L ;L “2“

el mismo signo; por tanto, los valores criticos dan lugar, alternativamente, a maximos y minimos de la
funcién. Estos puntos estdn situados ligeramente a la izquierda de los puntos de contacto con las curvas
y=eWey=—el

) tienen signo contrarioy (¢ + ¢n) yf "(E + 7 C ) tienen

2r 8x
}—d4nt 1 — 162"

(@) Cuando y’’ = 0, tag 2nt =

Si ¢t = n = 0,475 es el menor dngulo positivo que satisface esta relacidn, tendremos, ¢+ = ..., —1, 7 — 4,
70+ 3,1 + . son los posibles puntos de inflexion. Estos puntos, situados ligeramente a la izquierda de los
puntos de inte rsecclén de la curva con el eje x, son puntos de inflexion.

24, En la ecuacidén s = ce~® sen(kt + 6) del movimiento de vibracién amortiguado y en la que ¢, &, k y 0 son constantes,
demostrar que a = —2bv — (k® + b%)s. :

v = ds/dt = ce~ [—b sen (k1 + 6) + k cos (kt + 6)]

a = dvjdt = ce" [(b* — k*) sen (kt + 6) — 2bk cos tkt + 6)]
= ce-¥ [—2b{—b sen(kt + ) + k cos(kt + 0)} — (k* + b®) sen (k1 + )]
= —2bv — (Kt + bYs
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DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS [CAP. 14

Problemas propuestos

Hallar dy/dx en los Problemas 25-35.

25.
26.
27.
28,

29.

“.

3%

y=In{4x—395) Sol. 4/(4x — 5) 31. y=In(Intagx)  Sol. 2/(sen 2x In tag x)
y=Iny/3—xt Sol x/(x*—3) 32. y=(Unat)/x* Sol.(2—41nx)/x?
y =In 3x% Sol. §/x 3. y=txnx— 9P Sol. x*In x
y=In(x*+4+ x—1)? Sol. (6x + 3)/(x* + x—1) 34. y=x(senln x —cos In x) Sol. 2senln x
y=x‘Ilnx—x Sol. In x 5. y=xIn(4 4 x* 4 4 arc tag ¢x — 2x
Sol.In(4 + x%
y = In(sec x + tag x) Sol, sec x
Hallar la ecuacién de la tangente a la curva y = Inx en uno de sus puntos (x,, ). Deducir un procedimiento para
trazar la tangente a la curva utilizando la interseccién con el eje y.
Estudiar la funcién: y = x*In x. Sol. Min.en x = 1/4/ ¢, P.L.en x = 1/e*,
Demostrar que el dngulo de interseccién de las curvas y = In(x —2) e y = x* — 4x + 3enel punto (3, 0) es ¢ = arc tag 1/3.

Hallar dy/dx en los Problemas 39-46.

39.
40.
41,

42,

51.

52.

y =% Sol. 5e% 43. y —e"cosx Sol, —e~* (cos x + sen x)
y=e*  Sol. 3x%e 4. y=arcsene®  Sol.e*/\/ 1 —e**

y =e'n Sol. 3e*" > ¢cos 3x 45. y = tag'e™ Sol, 6e®* tag e®* sect e

y =3 Sol. —2x+3-*"1n3 46. y =e¢* Sol, ew+™

Si y = x%e*, demostrar que y’’’ = (x* + 6x + 6)e*.

Si y = e~™(sen 2x + cos 2x), demostrar que y’’ + 4y’ + 8y = 0.

Estudiar la funcién: (@) y = x%~*, () y = x%¢—=".
Sol. (@) Max.enx =2;min.enx =0;Pl.enx =2 + ¢/ 2
) Max.enx= +1;min.enx=0;Pl.enx = +1,51, x = +047.

Hallar el rectingulo de drea mdxima que tiene uno de sus vértices sobre la curva y = ¢—=* y uno de sus lados sobre
el eje x. .
Ind: A = 2xy = 2xe~®, siendo P(x,)) un vértice del rectdngulo sobre la curva. Sol. 4 = 2/ 2e.

Demostrar que las curvas y = e** e y = e** cos ax son tangentes en los puntos x = 2nn/a (n = 1,2,3,...) ¥ que las curvas
y = e~*[a® e y = e** cos ax son mutuamente perpendiculares en los mismos puntos.

Dada la curva y = xe*, demostrar (2) que el punto (—1, —1/e) es un mimero relativo, () que el punto (—2 —2/e?®) es
un punto de inflexion y (c) que la curva es convexa a la izquierda y concava a la derecha del punto de inflexién,

Hallar dy/dx en los Problemas 53-56, aplicando la derivaci6én logaritmica.

53.

M.

ﬂ.

y=x" Sol. x(1 + In x) 55. y =xe*™cos 3x Sol. x* e** cos 3x {2/x + 2 — 3 tag 3x}

y=2xbos Sol, 2 xtin#-1 |n x 5. y =x* Sol.e ¥ x*(1/x —2xInx)

(xe9) = (x + mlet, (B) - (il = BT DL

Demostrar (a) :;_



Capitulo 15

Derivada de las funciones hiperbélicas

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS. Supondremos que u es un nimero real,
mientras que no se advierta otra cosa:

et—e~u 1 e +e*

senh u = — 5 cothu = tghu — e —e’ (u+#0)
et 1 2

cosh U= —g sechu = coshy — e f e

tagh u = SEnl e cschu = L = : (u+0)

cosh u e +e* senh u ev—e’

FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una funcién derivable de x,

d _ du d s Au
31. —J;(senhu)—coshuzx— M. dx(cothu)—-—mh U

d du d du
32. I (cosh 4) = senh u F 3s. r (sech u) = — sech u tagh u v

d _ , du d _ du
33. I (tagh u) = sech® u Z* 36. rr {csch u) = — csch ucoth & 7

Ver Problemas 1-12.
DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS.

1
senh~!u = In (u + V1 + u?), para todos los valores de u coth-'u = éln u+ — w>1)
1 \/
cosh-1u = In (u + Vi@ — 1), @z 1) sech-lu=lm- T Y= ©O<usl)
VT 2
tagh-'u = }1In :i:, @ <1 csch-lu = In (u+ +u) (u #0)
(Unicamente figuran los valores principales de cosh~!x y sech'x.)
FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una funcién derivable de x,
d -1 - 1 du i - = ._1 d_u 2
31, E (senh-twy) = T E 40. dz (COth Iu) T 1—udx’ (u > 1)
d d _ _ -1 du
38. (—id;(cosh“u) = _—'u'i—_ld—:’ x>1) 1. o (sech™'u) = adr’ 0<u<1)
d 1 — 1 du : ] i - —1 —-———--.-l ﬁ !‘0
¥ —(aghw) = 57, @< 42. o -(esch™ ) Vi & (u0)

Ver Problemas 13-19.
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DERIVADA DE LAS FUNCIONEYS HIFERBOULICAS [CAF. 1O

Problemas resueltos

1. Demostrar: cosh®u —senh?u = 1.
('} -u)\2 u__ ,mu 2
cosh? u — senh® u = (“ +23 ) — (%) = Ke™+2+e ™) — Je—2+e™) =1
. d du . . .
2. Derivar: I (senh u) = cosh u I5 siendo « una funcién derivable de x.
d v o dfet—et\ _ etetdu _ du
2z (senhw) = d:c( 2 ) = T dp T eshug
dy
Hallar d B los Problemas 3-12.
- dy _ o4 g =
3. y = senh 3x Zx = cosh 3x p (3x) = 3 cosh 3x
_ y _ 4=
4, ¥y = cosh $x T = senh 3x Tx (3x) = 4 senh §x
dy 2 2 d 2 2 ¥4
5. y =tagh(l 4+ x% Ezsech (l+x)’gx—(l+x)22xsech 1+ x¥
- ! ay _ : 1. 1 csem
6. ¥y = coth F = = —csch®- < I ( ) csch? —
dy d d
— 2 —_— e X" e 2 2.
7. y = xsech x T =X dx(sechx)-{-sechx P (x)
= x(— sech x® tagh x%)2x + sech x*
= —2x?sech x? tagh x* + sech x?
8 y = esch®* (x® + 1) & =2c¢sch(x®+ 1) L8 [csch (x? + 1)]
' dx dx
= 2¢sch (x® 4+ 1)[—csch(x® + 1) coth(x?* + 1) * 2x]
= —4x csch® (x? 4+ 1) coth (x® + 1)
9. y = }senh 2x — ix % = }(cosh 2x)2 — } = #(cosh 2x — 1) = senh® x
_ dy _ 1 294) — 2 -
10. Yy = In tagh 2x Ex— = m—(z sech ZX) = senh 2x cosh 2x = 4 csch 4x

. . x
11.  Hallar las coordenadas del punto minimo de la catenaria y = a cosh =

e 1 x) x SN | x 1 fett o e-ue
f(x)—;(asenh;)—senh;, f(x)—acosha_a( - )

efls — o —zfa

Cuando f'(x) = 3

=0,x =0;70)> 0. El punto (0, g) es el minimo.




CAP. 15] DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

12. Hallar los puntos de inflexion de las funciones (@) y = senh x, (b)) y = cosh x, (c) y = tagh x.

@ f(x) =coshux, f''(x) =senh x,yf''(x) = cosh x.
J(x) = senh x = 0, cuando x = 0 ; f*’(0) # 0. El punto (0, 0) es un punto de inflexién.

() f'(x) =senh x, f'’(x) = cosh x = 0 para todos los valores de x. No tiene punto de inflexion.
senh x 4senh®x—2

cosh® x’ yf70) = cosh® x

f’’(x) = 0 cuando x = 0; f"*’(0) # 0. El punto (0, 0) es un punto de inflexion.

(©) f'(x) =sech?x, f''(x) = —2sech? x taghx = —2

13. Deducir: () senh=ix = In (x + V/x* + 1),
__x2
(b) sech—1x = 1 _ In I+v1i—x Vxlx

= cosh—1 —

L0<x<1.
X

(@) Seasenh-!x = y; tendremos x = senh y = §(e* —e*) 0 sca e —2xe? — 1 = 0.

Despejando e?: e? = x + 4/ x* 4 1, puesto que e > 0. Por tanto, y = In(x + 4/ x* + 1).

1
(b) Sea sech—!x = y; tendremos x = sechy = S ! ,coshy = % e y = cosh-! (;) = sech—1x.

osh y

También, x = sech y =—2—-oe"x—2e7+ x=0

’ er e ’

—\/ —1 1/ 1
Despejando e¥: e¥ = %, cuando y > 0. Por tanto, y = In %_x_, 0<x<1l
.. d A 1 du
14. Deducir: 7 (senh1p) = Viee I
Sea y = senh—1u, siendo # una funcion derivable de x. Tendremos senh y = u,
Yax “dx 7 dx " coshy dx V1 tsenity 9 /11t 4

Hallar dy/dx en los Problemas 15-19.

- d_y = —1 o_d_ — 3
15. y =senh—13x i = —— = Bz) = —
16. y = cosh™'e* dy _ 1.4 ) = e
dr r—1 d= o — 1
d
17. y = 2 tagh~" (tan 4x) % =2 m R d_x(tag’i‘x)
1 sec® x
= 2 ——— gectdr-} = " 8 = gecz
I —tagh b LA 1 —tag?§x
_1
= coth11 dy _ 1 d/1\_ _ ¥ _ -1
v = ety dr 1\ dx(::) B 1 2 —1
- d
19. y = sech™!(cosx) % = 1 = sen x

cosz V1 — costzx 257 cosx V1 — cos®x

= secx
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78 DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS [CAP. 15

Problemas propuestos

20. (@) Representar las funciones y = e* ¢ y = —e~* y promediar las orde-
nadas de las dos curvas para todos los valores de x con objeto de ob-
tener puntos de la funcién y = senh x. Trazar esta curva. ]

(b) Representar la funcién y = cosh x aplicando (a) a las funciones :
y=e*ey=e= T P

21. Dada la hipérbola x* — y? = 1, demostrar: (a) que el punto P(cosh &,
senh &) es un punto de la hipérbola, (b) que la tangente en A4 corta a la A g
recta OP en el punto T'(1, tagh u). (Ver Fig. 15-1.) 0

22. Demostrar: (@) senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y
() cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh xsenh y

(¢) senh 2x = 2 senh x cosh x
(d) cosh 2x = cosh’x + senh!x = 2 cosh?x —} )
=2senhix + 1 Fig. 15-1

2tagh x

() tagh2x = +——

Hallar dy/dx en los Problemas 23-28.

23. y =senh {x Sol. } cosh }x
24, y = cosh? 3x Sol. 3 senh 6x
25. y = tagh 2x | Sol. 2 sech? 2x
26. y =Incoshx Sol. tagh x
27. y = arctag senh x Sol. sech x
28. y = InV/ tagh 2x Sol. 2 csch 4x

29, Demostrar: (a) Si y = a cosh %, se verifica y’’ = % v 14+

(b) Si y = A cosh bx + B senh bx, siendo b,4,B constante, se verifica y’* = bly.

30, Demostrar: (@) cosh~u =In(u+ Ve =1, u>1.

® tagh~u=fin T2 1<y,

31. (@) Representar la curva y = senh—x, trazando Ja simétrica de la funcidn y = senh x con respecto a la bisectriz del
primer cuadrante.

(b) Representar la rama principal de la funcién y = cosh-1x trazando la simétrica de la mitad derecha de la funcién
y cosh x con respecto a la bisectriz del primer cuadrante.

32. Deducir las férmulas de derivacién 32-36 y 38-40,42.

Hallar dy/dx en los Problemas 33-36.

33. y =senh-! }x Sol. 1/A/ x* + 4
3. y =cosh(1/x) Sol. —1/x\/1—x}
35, y = tagh~!(sen x) Sol. sec x

36. x =asech*(y/a) —/a® —y*? Sol. —y/v/ & —y*



