Teoria de Conjuntos — Tarea num. 7
(Por entregar el 26 de sept 2002)

Definiciones. Un conjunto parcialmente ordenado (CPO) es un conjunto A junto con una
relacién de orden parcial R en A (o sea R es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva;
ver tarea nim. 5). Denotamos un CPO también por el par ordenado (A, R). Un CPO (A, R)
induce también orden parcial R’ en cualquier subconjunto A’ C A: para todo o', b’ € A’, o' R’V
ssi a'RY'. Ejemplos de CPO son (R, <), (P(X), <) y sus subconjuntos con el orden inducido
(ver tarea num. 5, incisos (¢) y (d) del problema 1). Un isomorfismo de dos CPO (A, R) y
(A, R') es una biyeccién f : A — A’ tal que aRb ssi f(a)R' f(b). Dos CPO son isomorfos si
existe un isomorfismo entre ellos. Un automorfismo de un CPO es un isomorfismo del CPO
con su mismo. Por ejemplo, f(z) = z+1 define un automorfismo de (R, <), y f(n) = 2n define
un isomorfismo de los nimeros naturales con los nimeros pares (con sus ordenes usuales). Si
(A, R) es un CPO, un a € A se llama primero si aRb para todo b € A (y se llama wltimo si
bRa para todo b € A). Una cadena en un CPO es un subconjunto totalmente ordenado (o sea,
para cualquer dos elementos a, b del subonjunto aRb 6 bRa).

1. Decide si los siguientes son isomorfos CPO:

(a) (N, <)y (Z,<).

(b) (Z, <) Y( . <)

(c) (P(X),C)y (P(Y),C), donde X ~Y.

(d) (R,<) y (Rt, <), donde R* es el conjunto de los x € R tal que z > 0.
(e) (R <)y (R" U{0}, <).

() (R <)y (R >).

(¢) (Opcional) ([0, 11.<) y ((0.1) U (2.3], ).
Sugerencias: para (a), nota que N tiene primer elemento y que Z no. Para (b) nota que
para todo z,y € Q, si x < y entonces existe un tercer z € Q tal que z < z < y, y que Z
no tiene esta propiedad. Para (d), puedes considerar por ejemplo la funcién f(z) = 77.
Para (e), nota que (R, <) no tiene un primer elemento. Para (f), puedes considerar
a f(r) = —z. Para (g), nota que ([0,1],<) tiene la propiedad que todo subconjunto
no vacio tiene un infimo (cota inferior maximal); o sea, para todo A C [0, 1] existe un
c € 10,1], tal que ¢ < a para todo a € A (esto quiere decir que ¢ es una cota inferior de
A), y tal que ¢ > ¢ para cualquier otro ¢’ € [0, 1] que sea cota inferior de A.
2. Encuentra todos los automorfismos de los siguientes CPO:

() (N.<)

(2, <).

(b)
(c) (P ( ), C), donde X es un conjunto con 2 elementos.
(d) (Opcional) (P(X), C), donde X es un conjunto (1) finito, (2) denumerable, (3) cual-
quiera.
3. Demuestra que si dos CPO son isomorfos, entonces sus conjuntos de cadenas, ordenados
por inclusién, también son isomorfos.

Con mas detalle: sean (Aq, Ry1) y (As2, R2) dos CPO. Sean Cad(A;), i = 1,2, sus corres-
pondientes conjuntos de cadenas. Nota que cada Cad(A;) es un subconjunto de P(A;) (el
conjunto de todos los subconjuntos de A;), asi que el orden en P(A;) dado por inclusion
de conjuntos (como la relacién R; en el problema 1d de la tarea nim. 5) induce un orden
parcial en cada uno de los C'ad(A;). Demuestra que si existe un ismorfismo entre (A, R;)
y (A, Ry) entonces existe tambien un isomorfismo entre (Cad(A;), C) y (Cad(As), C).
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