Teoria de Conjuntos — Tarea num. 8

(Por entregar el jueves 17 de oct 2002)

Nota: puede ser 1til para algunos problemas consultar el libro de Halmos (“Naive Set Theory”),
que se encuentra en reserva en la biblioteca.

1. Demuestra que para cualquier cardinal infinito «
(a) a+a=a.
(b) a-a = a.
Sugerencias: sea A un conjunto con cardinalidad «. En los dos incisos se usa el Lema de Zorn.
En (a), sea X := {f : B — B x {1,2}| f es biyectivay B C A}, con f; < fy para f1, fo € X,
fi: Bi =» B; x{1,2}, i = 1,2, ssi By C Bay fi(z) = fa(z), para todo z € By (“f2 es una
extension de f1”). Se demuestra que un elemento maximal B,,,, C A tiene complemento finito,
porque si no, se puede agregarle a By, un conjunto denumerable (junto con una extension de
la biyeccién), contadiciendo la maximalidad, asi que Bi,q, tiene la cardinalidad de A (porque
la diferencia es un conjunto finito).

Para (b), se considera el conjunto X := {f : B— BxB|B C Ay f es biyectiva}, con f1 < fo
ssi fo es una extension de fi. Luego se demuestra que un elemento maximal B,,q, C A tiene la
cardinalidad de A. Para esto se demuestra el siguiente lema: « +  =max(«, 8) para cualquier
dos cardinales «, 3, tal que uno de ellos por lo menos es infinito. Esto es una consecuencia
(facil) del inciso (a) del problema. De este lema se concluye, que si |A| > |Bpqz| entonces
|A\ Bmaz| > |Bmaz|, ¥y en particular A\ By, contiene un subconjunto equivalente a By,
Agregando este conjunto a B, se obtiene una contradiccién a la maximalidad de Biyq..

2. (a) Demuestra que un conjunto totalmente ordenado con n elementos es isomorfo al
conjunto {1,2,3,...,n} con su orden usual.
(b) (Opcional) Demuestra que un conjunto totalmente ordenado denumerable es isomorfo
a un subconjunto de los niimeros racionales con su orden usual.

Sugerencia para (b): sea (A, <) un conjutno totalmete ordenado con A = {ay, as,... }. Se define

inductivamente una sucesién de racionales by, ba,... tal que a; < a; ssi b; < b;. Sea by = 0.
Suponemos que ya definimos a by, bo, ... ,b,. Sean b_ :=max{b;|a; < an41}, by :=min{b;|a; >
an+1} (si el conjunto que se usa para definir a b_ es vacio se toma b_ := by — 1, y algo similar

para by). Luego se define by, 41 := (b_ + by)/2.

3. Definicién: un orden parcial en un conjunto es un buen-orden (y el conjunto esta bien-
ordenado) si cada subconjunto tiene un primer elemento. (Por ejemplo, el conjunto N de
los niimeros naturales, con el orden usual, estd bien-ordenado).

(a) ;Existe un ejemplo de un conjunto denumerable bien ordenado que no sea isomorfo
a N?

(b) Demuestra que un conjunto bien ordenada estd totalmente ordenado.

(c) Demuestra que en cualquier conjunto existe un buen-orden.

Sugerencia para (c): se usa el lema de Zorn. Sea A un conjunto y consideramos al conjunto
X :={(B,R)|B C Ay R es un buen-orden en B}, con (B1, R1) < (B2, R2) ssi (1) By C Bao,

(2) para todo b, b’ € By, bR1b' ssi bRob', (3) para todo b € By, b/ € By\ By se tiene bRob'. Luego
se demuestra que un subconjunto maximal es necesariamente A.



