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Exámen parcial núm. 1 - Soluciones
23 sept, 2005

1. a) Define: f : Rn → Rm es continua.

. f : Rn → Rm es continua si para todo x ∈ Rn y ε > 0 existe un δ > 0 tal
que si x′ ∈ Rn satiface ‖x′ − x‖ < δ entonces ‖f(x′) − f(x)‖ < ε, donde para un
v = (v1, . . . , vk) ∈ Rk, ‖v‖ = [

∑
i v

2
i ]

1/2. �

Nota: la δ depende de la ε y de la x. Si no depende de la x se dice que la función
es unifomamente cont́ınua.

b) Define: f : Rn → Rm es diferenciable.

. f : Rn → Rm es diferenciable si para cada x ∈ Rn existe una trasformación
lineal A : Rn → Rm y una función E : Rn → Rm, tal que para todo v ∈ Rn

f(x + v) = f(x) + Av + E(v) y ĺımv→0 E(v)/‖v‖ = 0. �

Nota: la transformación lineal A y la funcion E t́ıpicamente dependen del punto
x. Si la función es diferenciable en un punto x la A se llama “la derivada de f en
x”, y se denota por Df(x).

c) Demuestra: si f : R2 → R es diferenciable entonces es continua.

. Sea x = (x1, x2). Existen entonces E : R2 → R y una transformación lineal
A : R2 → R tal que f(x+v) = f(x)+Av+E(v) y ĺımv→0 E(v)/‖v‖ = 0. Sea δ1 > 0
tal que |E(v)|/‖v‖ < 1 para todo ‖v‖ ≤ δ1. Como A es lineal, existen a1, a2 ∈ R
tal que Av = a1v1+a2v2. Como ‖v‖2 = |v1|2+|v2|2 tenemos que |vi| ≤ ‖v‖, i = 1, 2.
Sea ε > 0. Definimos δ como el mı́nimo entre δ1 y ε/(|a1| + |a2| + 1). Sea x′ ∈ R2

tal que ‖x′ − x‖ < δ. Si x′ = x entonces |f(x′) − f(x)| = 0 < ε y terminamos. Si
no, sea v = x′ − x, entonces 0 < ‖v‖ < δ y tenemos que

|f(x′)− f(x)| = |f(x + v)− f(x)| = |Av + E(v)| = |a1v1 + a2v2 + E(v)|
≤ |a1||v1|+ |a2||v2|+ |E(v)| ≤ ‖v‖(|a1|+ |a2|+ |E(v)|/‖v‖)

≤ δ(|a1|+ |a2|+ 1) ≤ ε

|a1|+ |a2|+ 1
(|a1|+ |a2|+ 1) = ε.

�

2. Sea f : R3 → R la función dada por

f(x1, x2, x3) =
x2

1 + x2
2 + x2

3

1 + x2
1 + x2

2 + x2
3

,

y sean x = (1, 2, 3), v = (3, 2, 1). Calcula
1



2

a) las derivadas parciales ∂f
∂xi

en x;

. Sea u = ‖x‖2 = x2
1 + x2

2 + x2
3. Entonces f = u/(1 + u) y usando la regla de la

cadena tenemos que fxi
= [u/(1 + u)]′uxi

= 2xi/(1 + u)2. En x = (1, 2, 3) tenemos
que u = 14 aśı que fx1(x) = 2/225, fx2 = 4/225, fx3 = 6/225. �

b) la derivada de f en x;

. Df(x) : R2 → R es la transformación lineal Df(x) : R2 → R tal que Df(x)v =
fx1(x)v1 + fx2(x)v2 + fx3(x)v3 = (2/225)(v1 + 2v2 + 3v3). �

c) el gradiente de f en x;

. ∇f(x) = (fx1(x), fx2(x), fx3(x)) = (2/225, 4/225, 6/225) ∈ R3. �
d) la derivada direccional de f en x en la dirección de v.

. Dvf(x) = Df(x)v = (2/225)(v1 + 2v2 + 3v3) = (2/225)(3 · 1 + 2 · 2 + 1 · 3) =
20/225. �

3. La superficie de un terreno está dada por la gráfica de la función

f(x, y) = 3− (x− 1)2 − (y + 2)2

4
.

a) Dibuja en el plano x, y la curva de nivel de f que pasa por el punto (0, 0).

. Tenemos que f(0, 0) = 3 − 1 − 1 = 1, aśı que se pide dibujar la curva de nivel

f = 1, o sea la curva definida por la ecuación (x− 1)2 + (y+2)2

4
= 2. Si cambiamos

de variables X = x − 1, Y = y + 2, se obtiene la ecuación X2 + Y 2/4 = 2, o
(X/a)2 + (Y/b)2) = 1, con a =

√
2, b = 2

√
2. Esta es la ecuación de una elipse,

centrada en (X, Y ) = (0, 0), o sea (x, y) = (1,−2), con semi-eje horizontal a y
semi-eje vertical b.

b) Encuentra las coordenadas (x, y, z) del punto más alto del terreno.

. Como (x− 1)2 + (y + 2)2/4 ≥ 0 y = 0 ssi x− 1 = y + 2 = 0, tenemos que

f(x, y) = 3− (x− 1)2 − (y + 2)2/4 = 3− [(x− 1)2 + (y + 2)2/4] ≤ 3,

con igualdad ssi x − 1 = y + 2 = 0, o sea (x, y) = (1,−2). En este punto z =
f(1,−2) = 3, aśı que el punto mas alto del terreno es el punto (1,−2, 3). �

c) Estás en la superficie del terreno en el punto (0, 0, 1) y caminas hacia el este (en
la dirección del eje de x positivo). Encuentra la pendiente de tu camino.

Nota: verifique primero que el punto (0, 0, 1) está en la superficie del terreno.

. El punto (0,0,1) está en la supeficie del terreno ya que f(0, 0) = 1. La pendiente
es fx(0, 0) = −2(0− 1) = 2 Es una pendiente de arctan(2) = 630 (aprox). �

d) Estás en el punto (0, 0, 1) y decides caminar en la dirección de bajada mas emp-
inada posible. Encuentra esta dirección.

. Tenemos que ∇f = (fx, fy) = (2− 2x,−1− y/2), y ∇f(0, 0) = (2,−1). Esto es
la dirección en donde la función crece más, aśı que en la dirección opuesta, (−2, 1),
la función decrece más. �
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4. Sea f : R2 → R una función con derivadas parciales continuas de segundo orden y
sea F : R2 → R la función dada por F (x, y) = f(u, v), donde u = x2 − y2, v = 2xy.
Determina el laplaciano de F en (x, y) = (0, 1) en términos del laplaciano de f en
(u, v) = (−1, 0) .

Nota: el laplaciano de una función g(s, t) es la función ∆g = gss + gtt.

Sugerencia: demuestra que ux = vy, uy = −vx y usa estas relaciones para simplificar la
expresión del laplaciano de F en términos del laplaciano de f .

. Sea z = f(u, v) = F (x, y). Usando la regla de la cadena, Leibnitz, y la igualdad de
las derivadas mixtas de segundo orden,

zx = zuux + zvvx,

zxx = (zu)xux + zuuxx + (zv)xvx + zvvxx =

= (zuuux + zuvvx)ux + zuuxx + (zvuux + zvvvx)vx + zvvxx =

= zuuu
2
x + 2zuvuxvx + zvvv

2
x + zuuxx + zvvxx,

zy = zuuy + zvvy,

zyy = (zu)yuy + zuuyy + (zv)yvy + zvvyy =

= (zuuuy + zuvvy)uy + zuuyy + (zvuuy + zvvvy)vy + zvvyy =

= zuuu
2
y + 2zuvuyvy + zvvv

2
y + zuuyy + zvvyy.

Obtenemos

∆F = zxx + zyy =

= zuu(u
2
x + u2

y) + 2zuv(uxvx + uyvy) + zvv(v
2
x + v2

y) + zu(∆u) + zv(∆v).

Ahora ux = 2x = vy, uy = −2y = −vx, aśı que ∆u = uxx + uyy = vyx − vxy = 0,
∆v = vxx + vyy = −uyx + uxy = 0, uxvx + uyvy = −uxuy + uyux = 0 y u2

x + u2
y =

v2
x + v2

y = ‖∇u‖2. Subsituyendo esto en la fórmula para ∆F , se obtiente

∆F = (zuu + zvv)(u
2
x + u2

y) = (∆f)(‖∇u‖2).

Ahora ‖∇u‖2 = ‖(2x,−2y)‖2 = 4(x2+y2). Para (x, y) = (0, 1) tenemos que ‖∇u‖2 =
4 y (u, v) = (−1, 0), por lo que ∆F (0, 1) = 4∆f(−1, 0).


