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Examen parcial nim. 1 - Soluciones
23 sept, 2005

Define: f : R™ — R™ es continua.

> f : R® — R™ es continua si para todo z € R" y ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal
que si 2’ € R" satiface |2’ — z|| < 0 entonces || f(z') — f(x)| < €, donde para un
v=(v1,...,v5) € RF o] = [, vF]/2. O
Nota: la 0 depende de la € y de la x. Si no depende de la = se dice que la funcion
es unifomamente continua.

Define: f : R" — R™ es diferenciable.

> f : R" — R™ es diferenciable si para cada x € R" existe una trasformacién
lineal A : R® — R™ y una funciéon £ : R — R™, tal que para todo v € R"
flz+v) = f(z)+ Av+ E(v) y lim,_o E(v) /||| = 0. O

Nota: la transformacién lineal A y la funcion E tipicamente dependen del punto
x. Si la funcién es diferenciable en un punto x la A se llama “la derivada de f en
x”, y se denota por D f(x).

Demuestra: si f : R? — R es diferenciable entonces es continua.

> Sea x = (z1, ). Existen entonces F : R? — R y una transformacién lineal
A:R? - Rtal que f(z+v) = f(z)+Av+E(v) y lim,_o E(v)/||v]| = 0. Sea 6; > 0
tal que |E(v)|/|lv|| < 1 para todo ||v|| < ;. Como A es lineal, existen ai,as € R
tal que Av = a;v1+agvy. Como |[v|? = |vi|*+|va|? tenemos que |v;| < ||v]], 7 =1, 2.
Sea ¢ > 0. Definimos § como el minimo entre d; y €/(|ay| + |as| + 1). Sea 2’ € R?
tal que |2’ — z|| < 0. Si 2’ = z entonces |f(2') — f(z)| = 0 < € y terminamos. Si
no, sea v = ¢’ — x, entonces 0 < |lv|| < J y tenemos que

[f(@) = f@)] = [f(z+v) = f@)] = [Av+ E(v)| = |av1 + azvs + E(v)]

IA

|ax[for] + las||va| + |E(0)] < [|vfl(jar| + [az| + |E(0)[/]]0]])
< O(jaa| + laz + 1) < (laa] + lagf + 1) = €.

€
|CL1| + |CL2| +1

Sea f : R?® — R la funcién dada por

F(ir, 2, 3) = o3+ 2+ 22
Y 1+ a3+ 23 + 23’

y sean x = (1,2,3), v = (3,2,1). Calcula
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las derivadas parciales % en Xx;

> Sea u = ||x]|* = 2% + 22 + 22. Entonces f = u/(1 + u) y usando la regla de la
cadena tenemos que f,, = [u/(1+ u))us, = 22;/(1 +u)?. En x = (1,2, 3) tenemos
que u = 14 asf que fy, (x) = 2/225, fo, = 4/225, f,, = 6/225. O

la derivada de f en x;

> Df(x) : R? — R es la transformacién lineal D f(x) : R* — R tal que Df(x)v =
far (X)v1 + fap (X) 02 + foy (X)v3 = (2/225)(v1 + 209 + 3v3). O

el gradiente de f en x;
> V(X)) = (fay (X), fan(X), fus (X)) = (2/225,4/225,6/225) € R3. O

la derivada direccional de f en x en la direccion de v.

> Dy f(x) = Df(x)v = (2/225)(v1 + 205 4 3vs) = (2/225)(3-1+2-2+1-3)
20/225.

ol

La superficie de un terreno esta dada por la gréafica de la funcién

flay) =3 (a1 - W

Dibuja en el plano z,y la curva de nivel de f que pasa por el punto (0, 0).

> Tenemos que f(0,0) =3 —1—1 = 1, asi que se pide dibujar la curva de nivel
f =1, o sea la curva definida por la ecuacién (x — 1)% + % = 2. Si cambiamos
de variables X = # — 1, Y = y + 2, se obtiene la ecuacién X? +Y?/4 = 2, o
(X/a)? + (Y/b)?) = 1, con a = /2, b = 2v/2. Esta es la ecuacién de una elipse,
centrada en (X,Y) = (0,0), o sea (x,y) = (1,—2), con semi-eje horizontal a y
semi-eje vertical b.

Encuentra las coordenadas (x,y, z) del punto més alto del terreno.

> Como (z— 1)+ (y+2)2/4>0y =0ssiz—1=y+2=0, tenemos que
fla,y) =3— (-1 - (y+2)?/4=3—[(« = 1)* + (y +2)*/4] < 3,

con igualdad ssi x — 1 = y+2 = 0, o sea (z,y) = (1,—2). En este punto z =
f(1,—2) = 3, asi que el punto mas alto del terreno es el punto (1, -2, 3). O

Estds en la superficie del terreno en el punto (0,0,1) y caminas hacia el este (en
la direccién del eje de x positivo). Encuentra la pendiente de tu camino.

Nota: verifique primero que el punto (0,0, 1) esta en la superficie del terreno.

> El punto (0,0,1) estd en la supeficie del terreno ya que f(0,0) = 1. La pendiente
es f:(0,0) = —2(0 — 1) = 2 Es una pendiente de arctan(2) = 63° (aprox). d

Estéds en el punto (0,0,1) y decides caminar en la direccién de bajada mas emp-
inada posible. Encuentra esta direccion.

> Tenemos que Vf = (f, f,) = (2 —22,-1—1y/2),y Vf(0,0) = (2, —1). Esto es
la direccién en donde la funcién crece més, asi que en la direccién opuesta, (—2,1),
la funcién decrece mas. ]
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4. Sea f : R? — R una funcién con derivadas parciales continuas de segundo orden y
sea I/ : R? — R la funcién dada por F(z,y) = f(u,v), donde u = 22 — y* v = 2zy.
Determina el laplaciano de F en (z,y) = (0,1) en términos del laplaciano de f en
(u,v) = (—1,0) .

Nota: el laplaciano de una funcién g(s,t) es la funciéon Ag = gss + gu-

Sugerencia: demuestra que u, = v,,u, = —v, y usa estas relaciones para simplificar la
expresion del laplaciano de F' en términos del laplaciano de f.

> Sea z = f(u,v) = F(z,y). Usando la regla de la cadena, Leibnitz, y la igualdad de
las derivadas mixtas de segundo orden,

Zry = Zylg T ZyUg,
Rpx = (zu)xux + 2y Uy + (Zv)xvx + 22Uy =

(Zuwlly + ZupVs) Uy + Zuler + (Zpulle + ZppUs )V + 2pVss =

2 2
Zuuly + 22y Ug Vg + ZppU + 2y Uy + 24Uss,

Zy = ZylUy t+ 20y,

(2u)yty + Zuttyy + (20)y0y + 200y =
= (Zuully + Zuw¥y)Uy + Zullyy + (Zoully + 2u0Uy)Vy + 2oy =
= zuuui + 224Uy vy + zwvj + Zylyy + 2y Uyy-
Obtenemos
AF = zpp+ 2y =
= Zuu(Ud 4 u2) + 2240 (UaVs + Uyvy) + 200 (V2 4+ 07) + 2u(Au) + 2, (Av).

Ahora u, = 2z = vy, uy = —2y = —v,, asi que Au = Uyy + Uyy = Vyy — Uy = 0,

_ _ _ _ _ 2 2 _

AV = Vg + Uy = —Uyy + Uy = 0, UpUy + uyvy = —UpUy + uyu, = 0y uf + U, =
v + vy = ||[Vul*. Subsituyendo esto en la férmula para AF, se obtiente

AF = (zuu + 200) (uy + uy) = (Af)([[Vul).

Ahora || Vu||* = ||(2z, —2y)||* = 4(2*+y?). Para (z,y) = (0,1) tenemos que ||Vu||? =
4y (u,v) =(—1,0), por lo que AF(0,1) =4Af(—1,0).



