Matematicas elementales y elementos de geometria, FAMAT, agto-dic, 2008

1.

a)

b)

Examen parcial 1 — soluciones

(5 pts) Sea p € Z. Define: p es un primo.
> Un entero p es primo si p > 1 y sus unicos divisores positivos son 1y p. |
(20 pts) Demuestra: existe una infinidad de primos de la forma 4k + 3, k € Z.

> Demostramos para todo n > 0, que si p1,...,p, son n primos distintos de la forma 4k + 3,
entonces existe un primo distinto de estos n primos, que es de la forma 4k + 3.

Sea M = 4pips---pn + 3. Si es primo hemos terminado ya que es de la forma requirida y es
mayor a cada uno de los p;. Si M no es primo entonces es un producto de primos (por el teorema
fundamental de aritmetica: “todo entero mayor que 1 es el producto de primos de manera unica,
salvo el orden”. La unicidad aqui de hecho no se usa). Digamos M = q1q2 * - - ¢y

Notemos ahora que p; # g; para todo 1 <¢ <n, 1 < j < m. Esto es porque M =0 mod ¢; y
M =1 mod p;. Asi que basta ver que uno de los ¢; es de la forma 4k + 3.

Si no, entonces todos los g; son de la forma 4k 4+ 1. (Notamos que con la excepcién de 2, todo
primo es impar, asi que es de la forma 4k 4 3 o 4k + 1. Ninguno de los g; puede ser 2, ya que M,
por su defincién, es impar). Tendremos entonces que por un lado

M=4p; - p,+3 =3 mod 4,
y por otro lado
M=¢ - gn=1-1---1=1 mod 4,

lo cual nos lleva a una contradiccién, asi que alguno de los g; es de la forma 4k + 3 y es distinto
de todos los pis. O

(5 pts) Sean a,b € Z. Define: a,b son primos relativos.

> a,b son primos relativos si su maximo comun divisor es 1. Es decir, para todo entero d, si
dla,b = d<1. O

pts emuestra: s1 p € 4 es un primo entonces a© = a mod p para todo a € 4.
20 pts) D t i Z i t p d tod Z

>Sipla = a=0 modp = a? =0P=0=0a mod p.

Si p no divide a a entonces a es primo relativo con p (porque los tnicos divisores positivos de p
son 1y p), y entonces a tiene un reciproco mod p (segin el teorema demostrado en la tarea: “si
a,n € Z,n > 1, son primos relativos, entonces a tiene un reciproco mod n). Tenemos entonces un

entero b tal que ab =1 mod p. Tomemos ahora las p clases de congruencias mod p:
[0]7 [1]7 [2]7 [3]7 R [p - 1]
Multiplicamos cada una por [a] y obtenemos
[0]7 [a]7 [20‘]7 [30‘]7 ) [a(p - 1)]

Veremos ahora que estas p clases son todas distintas. Si [ia] = [ja], con 0 < i < j < p—1, entonces
multiplicando ambos lados por [b], [iab] = [jab], pero [ab] = [1], entonces tendremos [i] = [j]. Pero

esto es imposible, ya que [0],[1],[2],[3],--.,[p — 1] son todos distintos.
Concluimos entonces que las p clases [0],[al],[2a],[3qa],...,[a(p — 1)] coinciden con las p clases
[0],[1],12],[3],---,[p — 1] (capaz en otro orden). Eliminando [0] de ambos conjuntos de clases,

tenemos que {[a), [2a], (34, .., la(p—1)]} = {([1], 2}, 3], .., p— 1]} = [a)l2a](3a] - - [a(p—1)] =
23]+ [p— 1 = [a® 1[1[2)[3]---[p — 1] = [1][2][3]---[p — 1], y multiplicando la tltima
igualdad por los reciprocos de [1],[2],[3],- .., [p — 1] se obtiene [a?~'] = [1]. Multiplicando ambos
lados por [a] se obtiene [a?] = [a], 6 a? = a mod p. O

3. (50 pts, 5 pts cada inciso) Hay que responder “Cierto” o “Falso” a cada uno de los incisos abajo, y

luego dar una explicacién breve (1-2 frases, no tienes que dar una demostracién formal completa.)



a)

b)

Existe un entero positivo k tal que 2¥ =3 mod 1000.
> Falso, ya que 2¥ =3 mod 1000 = 2¥ =3 mod 2, pero 2 =0 mod 2y 3=1 mod 2. (]

Para todo enteros positivos m,n, si m tiene un reciproco mod n entonces n tiene un reciproco
mod m.

> Cierto, ya que ambas condiciones son equivalentes a que m,n son primos relativos (una relacién
que obviamente no depende del orden de m,n). O

Para todo entero n en el rango 1 < n < 2008, la representacién de n en base 2 requiere no mas
que 10 digitos.

> Falso, ya que 2!° = 1024 requiere 11 digitos. O
Para todo entero n, si 22 y 23 dividen a n entonces 22 - 23 también divide a n.

> Cierto, ya que 22, 23 son primos relativos (como cualquier dos enteros positivos sucesivos), asi que
por el teorema chino de residuos, n =0 mod 22, n =0 mod 23 <= n =0 mod 22 - 23. g

Existe un entero n tal que n% = 100 mod 101.
> Cierto, ya que 100%° = -1 = —1 = 100 mod 101.
Existe un entero n tal que n° = 2008 mod 101.

> Cierto. Como 992 = (=1)2 = 1 mod 100, existe un entero positivo k tal que 99 = 1 + 100k.
Tomamos ahora cualquer entero n tal que n = 2008%® mod 101, y tenemos (por el teorema de

Fermat, problema 2b) que n% = (2008%9)9° = 2008%?° = 20081 +190k = (2008!00)k2008 = 2008
mod 101. g

Para todo enteros positivos m,n, su minimo comiin miiltiplo divide a mn.

> Cierto, ya que mn = (m, n)[m,n]. O
3 divide a 142+ 2% + 23 4 ... 4 22008,

>Falso. 2= -1 mod 3 = 1424224234 422008 =14 (1) (=1)24(—1)3+(-1)208 =1

mod 3. O
Sean p; < pa < ... < piogo primos distintos. Existe un entero & > 1 tal que k2 divide a
Pb1p2 - - P1ooo-

> Falso, ya que en la factorizacién en primos de k? cada primo aparece un niimero par de veces (2
0 mas) mientras que en la factorizacién de p1ps - - - prooo cada primo aparece una sola vez . O

Existen enteros positivos a, b tal que 3% = 5°.

> Falso, por el teorema funadmental de la aritmética. |



