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Tarea num. 10

(PARA EL VIERNES 17 ocCT 2008)

DEFINICIONES

» Un conjunto en R? estd dado por una ecuacién cuadratica si es de la forma {(x,y) €
R? | p(x,y) = 0}, donde p(z,y) = Ax?’+ Bay+Cy?+Dz+Ey+F, talque A,...,F € R
y donde A, B 6 C' # 0.

» Una elipse en R? con focos Py, P, y suma de distancias d > dist(P;, P,) es el conjunto
{P € R* | dist(P, P) + dist(P,P,) = d}. Una hipérbola en R? con focos Py, P y
diferencia de distancias 0 < d < dist(Py, P»), es el conjunto {P € R? | |dist(P, P,) —
dist(P, P,)| = d}. Una pardbola en R? con directriz [ (una recta) y foco Py & [ es el
conjunto {P € R? | dist(P, Py) = dist(P,1)}.

» Una traslacién en R? es una funcién R? — R? de la forma P — P+ vy, donde v, € R2.

= Una rotacién en R? (por el origen) es una funcién p : R* — R? de la forma p(z,y) =
(ax — by, bz + ay), donde a,b € R tal que a®+ b* = 1. Se dice que p es una rotaciéon por
angulo 6 si a = cosf, b =senb.

» Dada una funcion f: X — Y, donde X,Y son dos conjuntos, una inversa de f es una
funcién g : Y — X tal que fog =idy, go f =idx; osea, f(g(y)) =y paratodoy € Y
y g(f(z)) = x para todo x € X. Si f tiene inversa se dice que es invertible.

» Una funcién biyectiva f : R? — R? es una isometria si preserva distancias: dist(f(P), f(Q)) =
dist(P, Q) para todo P,Q € R?.

» Una funcién L : R™ — R™ es una tranformacion lineal si (1) L(vi+vy) = L(vy)+ L(vy)
para todo vi,ve € R™, (2) L(Av) = AL(v) para todo A € R, v € R™.

ALGUNAS PROPOSICIONES VISTAS EN CLASE

» Toda elipse en R? estd dada por una ecuacién cuadritica. Si los focos son (Za,0) la
elipse estd dada por (z/a)? + (y/8)* = 1, donde (£«, 0), (0,+/) son las intersecciones
de la elipse con los ejes de z,y (resp.).

» Toda funcién f: R* — R? de la forma f(z,y) = (azx + by, cx +dy), donde a,b, ¢, d € R,
es una tranformacién lineal. En particular, toda rotacién en R? por el origen es una
tranformacion lineal.

» Toda rotacién y traslacién en R? es una isometria.

= La imagen de una elipse bajo una isometria es una elipse.



PROBLEMAS

1. Una funcién es biyectiva ssi es invertible. En caso de ser invertible, la inversa es unica.

2. Dado un vector v € R?, existe una rotacién que manda v a un vector cuya coordenada
y se anula.

Sugerencia: si v = (v1,v2) # 0, se puede tomar en la férmula para la rotacién (a,b) =
(vi, —v2)/|v]]-

3. Una elipse tiene focos en (1,2),(3,4) y la suma de distancias a sus focos es 5.
a) Encuentra una ecuacién cuadrética para la elipse.

Sugerencia: encuentra una traslacién 7' que manda el punto medio de los focos de
la elipse al origen. Luego, usando el problema anterior, una rotacién p que manda
la imagen bajo T de uno los focos a un punto de la forma (a,0). Entonces po T
manda los focos a los puntos (+a,0). Asi que la imagen de la elipse bajo po T
estd dada por una ecuacién de la forma p(x,y) = (z/a)? + (y/8)* = 1. Luego la
elipse original estd dada por la ecuacién p((poT)(x,y)) = 0, lo cual es cuadratica.

b) Encuentra las tangentes a la elipse que pasan por el origen.

Sugerencia: busca las ecuaciones de la forma y = mx. La recta y = max tiene una
sola interseccién con la elipse ssi la descriminante de la ecuacién cuadratica (para
x) que se obtiene al sustituir y = mx en la ecuacién de la elipse se anula. Esto da
una ecuacion cuadrética para m.

4. Sea Py = (0, 10) un punto de una elipse dada por la ecuacién (z/a)? + (y/8)* = 1.
a) La tangente a la elipse en P, tiene pendiente — 3%z, /o’y si Py # (Fa,0), y tiene
pendiente infinita si Py = (£«, 0).

b) Las rectas que pasan por Py y los focos de la elipse forman angulos iguales con la
tangente a la elipse en Fj.

5. * Sea [ una recta en R
a) Una reflexién por [ es una isometria. Esta isometria es una transformacién lineal
ssi [ pasa por el origen.

Nota: la reflexiéon por  es la funcién R? — R?, P — P*, tal que v* = —v, donde
vi=P*— P, v=P—Fyy P es la interseccion entre [ y la recta que pasa por
P y perpendicular a [.

b) Toda isometria de R? es una reflexién por una recta o la composicién de una
traslacién y rotacion por el origen.

¢) Toda isometria de R? es una reflexién por una recta o la composicién de dos tales
reflexiones.

6. * Una funcién R?* — R? que preserva distancias es una isometria (o sea el requisito de
ser biyectiva en la definicién de isometria estd sobrado).



