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Tarea n�um. 12
(Para el viernes 31 oct 2008)

Definiciones

Una transformaci�on lineal L : R2 ! R
2 es sim�etrica si para todo v1;v2 2 R

2, hv1; Lv2i = hLv1;v2i:
Para una transformaci�on lineal L : R2 ! R

2, � 2 R es un valor propio si existe un v 2 R2, v 6= 0, tal
que Lv = �v. Si � es un valor propio de L, los vectores v 6= 0 tal que Lv = �v se llaman los vectores
propios de L asociados a �.
El polinomio caracter��stico de una transformaci�on lineal L : R2 ! R

2 es p(�) = det(L� �I):
Una funci�on Q : R2 ! R es una forma cuadr�atica si existen constantes A;B;C 2 R tal que Q(x; y) =
Ax2 +Bxy + Cy2: La forma es diagonal si B = 0.

Proposiciones vistas en clase

Dada una transformaci�on lineal L : R2 ! R
2, la ecuaci�on Lv = 0 tiene una soluci�on v 6= 0 ssi

det(L) = 0.
Los valores propios de una transformaci�on lineal L : R2 ! R

2 son las raices de su polinomio carac-
ter��stico.
Si L : R2 ! R

2 es una transformaci�on lineal sim�etrica, entonces existe una rotaci�on � : R2 ! R
2 tal

que L0 = �L��1 satisface L0(x0; y0) = (�1x
0; �2y

0); donde �1; �2 2 R, i = 1; 2, son los valores propios de
L y v1 = ��1(1; 0); v2 = ��1(0; 1) son los vectores propios asociados.

Problemas

1. Una transformaci�on lineal L : R@ ! R
2 es sim�etrica ssi existen constantes a; b; c 2 R tal que L(x; y) =

(ax+ by; bx+ cy):

2. Encontrar los valores propios y vectores propios asociados de las sigientes transformaciones lineales:
(a) L(x; y) = (x; 0), (b) L(x; y) = (y; x), (c) L(x; y) = (x; x+ y), (d) L(x; y) = (x+ 2y; 2x+ 3y).

3. Sea Q una forma cuadr�atica en R2, Q(x; y) = Ax2 + Bxy + Cy2. Sea C = f(x; y) 2 R2 j Q(x; y) = 1g
y � = AC �B2=4.
a) Si � > 0 y A > 0 entonces C es una elipse. Encuentra sus focos en t�erminos de A;B;C.
b) Si � > 0 y A < 0 entonces C es el conjunto vacio.
c) Si � = 0 y Q 6= 0 entonces C es un par de rectas paralelas o el conjunto vacio.
d) Si � < 0 entonces C es una hip�erbola. Encuentra sus focos en t�erminos de A;B;C.

Sugerencia: encuentra una transformaci�on lineal sim�etrica L tal que Q(v) = hv; Lvi. Entonces � =
det(L). Luego existe una rotacion � tal que �L��1(x0; y0) = (�1x

0; �2y
0); donde �1; �2 son los valores

propios de L, y � = �1�2: Luego Q � ��1 es diagonal, (Q � ��1)(x0; y0) = �1x
02 + �2y

02.

4. Escribir una ecuaci�on cuadr�atica para la par�abola con foco en (3; 4) y directriz dada por x = y.

5. Encontrar la directriz y el foco de la par�abola y = x2.

6. Encontrar los focos de la hip�erbola xy = 1.

7. * Cierto o falso: para todo z 2 R existen x; y 2 R tal que 6x2 + 11xy + 5y2 + z = 0.
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