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Tarea num. 14
(PARA EL VIERNES 21 NOV 2008)

DEFINICIONES

Una transformacion lineal fraccional (o “transformacién de Mébius”) es una funcién f: CUoco — CUoco
de la forma f(z) = (az+b)/(cz+d), paratodo z € C\{oo, —d/c}, donde a, b, ¢,d € C tal que ad—bc # 0.
Luego se define f(—d/c) =00y f(o00) = a/c, si ¢ #0. Sic =0 se define f(oc0) = 0.

ALGUNAS PROPOSICIONES VISTAS EN CLASE

Todo polinomio en una variable con coeficientes reales es un producto de polinomios con coeficientes
reales de grado < 2.

El conjunto de tranformaciones lineales fraccionales forma un “grupo” (es cerrado bajo composicién e
inversa).

A cada transformacién lineal invertible T' : C* — C2, T(z,w) = (az + bw, cz + dw), asociamos la
transformacién lineal fraccional fr(z) = (az + b)/(cz + d). Entonces fr, o fr, = fror, v f1 = id.
Toda transformacién lineal fraccional es una composicién de traslacién (z — z + b), rotacién (z — az
con |a| = 1), dilatacién (z + rz con r > 0) e inversién-reflexién (z — 1/z). (Nota: inversién es z +— 1/2
y no es una transformacién lineal fraccional ).

Toda transformacién lineal fraccional manda circulos y rectas a circulos y rectas. (Completaremos esta
demostracién la préxima semana)

PROBLEMAS

. Factorizar en factores irreducibles (i.e. factores de grado minimo) en C[z].

(@) 22 +22+2z+1, (b)2° -2t +22—224+2-1, (¢)2%+22+1.
Factorizar los polinomios anteriores en factores irreducibles en R[z].
Encontrar los valores de a, b, ¢ € C para los cuales la ecuacién az + bz + ¢ = 0 describe (a) una recta,
(b) un solo punto.
a) Dados 3 puntos distintos 21, 22,23 € C U oo, existe una tunica transformacién lineal fraccional
f:CUoco = CUoo tal que f(z1) =1, f(22) =0,, f(z3) = 00.
b) Encontrar la transformacién lineal fraccional que manda 1,4, —1 a 1,0, —1 (en este orden).
¢) Toda transformacién lineal fraccional que manda el eje real a su mismo estd dada por f(z) =
(az + b)/(cz +d) con a,b,c,d € R.
d) Encontrar todas las transformaciones lineales fraccionales que mandan el circulo |z| = 1 a su
mismo.
Si Ty, T, : C? — C? son transformaciones lineales, entonces fr, = fr, ssi Ty = ATy, con X € C, X # 0.
Sea T : R? — R? una transformacién lineal invertible, i.e. T(z,y) = (ax + by, cx + dy), con det(T) =
ad — bc # 0. Demuestra que si [ C R? es una recta con pendiente m € R U {oco}, entonces T'(I) es una
recta con pendiente m', donde 1/m’ = fr(1/m) = (a/m +b)/(c/m + d).
* Dados 4 puntos distintos z1, 22, 23, 24 € C se define su razon cruzada por

(R — 23 22 — 23
(2172272372”4) - / .
Z1 T %4 Z9 — 24

a) Toda transformacién lineal fraccional preserva la razon cruzada: (f(z1), f(22), f(23), f(24)) =
<217227Z3724)'

b) Dados dos cuadruples de ndmeros complejos distintos z1, 29, 23, 24 ¥ 21, 25, 24, 2}, existe una trans-
formacién lineal fraccional que manda z; — 2} ssi (21, 22, 23, 24) = (21, 25, 2%, 2} ).




