Matematicas elementales y elementos de geometria, FAMAT, agto-dic, 2008

Tarea nim. 7 — soluciones

1. Demuestra las siguientes propiedades del producto escalar, norma, y distancia:
a) (vi+ v, v3) = (vy,v3) + (va,Vv3), para todo vi,vs,v3 € R%
b) (Avi,va) = Mvy,Vvs), para todo vi,vs € R, A € R.
¢) (vi,va) = (va,vy), para todo vy, vy € R?.
d) Si (vy,vs) = 0 para todo v, € R? entonces v; = 0.
e) ||[v|]| > 0 con igualdad ssi v = 0.
) 1Al = |M|||v|| para todo v € R%, X € R.
g) |[vi + val| < |[vi|| + ||vz]| para todo vi,vy € R?. (Sugerencia: usar la desigualdad de Cauchy-
Schwartz.)
h) dist(Py, P,) > 0 para todo Py, P, € R?, con igualdad ssi P, = P.
i) dist(Py, Py) = dist(P,, P) para todo P, P, € R?.
]) dZSt(Pl,Pg) S dZSt(Pl,PQ) + dZSt(PQ,Pg) para todo Pl,PQ,Pg S R2.

> La mayorfa es muy facil. Aqui estd la demostracién de (g):
Vi +vall? = Vil + [Ivall® + 2(va, v2)
Ivi[I? + [[va]]® + 2||v1]l[|va]l  (usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz)
(vill + lvalD?
= vi+vall < flvall + [vall-
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O

2. Sean P, P, € R? dos puntos distintos.
a) Demuestra que P := (P; + P»)/2 es el “punto medio” entre P; y P»; es decir, P es el Gnico punto
en R? tal que (1) se encuentra sobre la recta que pasa por Py y P,y (2) dist(P, P,) = dist(P, P»).

b) Demuestra que un punto P estd sobre la recta que pasa por Py y P, ssi es de la forma P =
t1 Py +taPs, con ty,ts € R tal que t; + 1 = 1.

> Primero demostramos el inciso (b). Sea Az + By + C' = 0 una ecuacién para la recta | que pasa
por P, Py, con P, = (z1,y1), P» = (x2,y2). Suponemos que t; + t2 = 1 y demostramos que P =
t1 Py + to P> € [ tambien. Como Py, P> € [ entonces Ax; + By, + C = 0, i = 1,2. Multiplicamos la
primera ecuacién por 1, la segunda por t» y sumamos. Se obtiene A(t1x1+t222)+B(t1y1 +tay2)+C = 0,
por lo que P € 1.

Ahora suponemos que P = (z,y) € | y demostraremos que existen ty,%2 € R, {; + t2 = 1, tal que
P =11 P, + t3P,. Usando el inciso 3a (ver abajo) existe un A tal que P — P, = A(Py — P;). Asi que
P =(1—-X)P, + A\P;. Podemos tomar entonces t; = 1 — A, t2 = A.

Ahora demostramos el inciso (a). El punto P = (P; + P»)/2 estd sobre la recta que pasa por Pi, P> ya
que es un caso especial de inciso (b), para t; = {2 = 1/2. Esto demuestra la parte (1). Para la parte (2),
calculamos d’LSt(P,Pl) = dZSt((Pl +P2)/2,P1) = ||(P1 +P2)/2—P1|| = ||(P2 —Pl)/2|| = ||P2 —P1||/2 =
diSt(Pl,Pz)/Q, y tambien dZSt(P,PQ) = dZSt((Pl +P2)/2,P2) = ||(P1 +P2)/2—P2|| = ||(P1 —Pl)/2|| =
||Py — Py||/2 = dist(Py, P2)/2, por lo que dist(P, P,) = dist(P, Ps).

Para la unicidad, suponemos que @ € [ tambien satisface dist(Q, P1) = dist(Q, P») y demostraremos
que @ = ((Py + P,)/2. Usando la parte (b) del problema, existe un ¢ € R tal que Q@ =tP, + (1 —t) .
Entonces dZSt(Q, Pl) = ||tP1+(1—t)P2—P1|| = |1—t|dl$t(P1,P2) y dZSt(Q,Pz) = ||tP1+(].—t)P2—P2|| =
[t|dist(P1,Po) = |1 —t|=t| = 1—-t=xt = 1—t =1 (ya quelaopcién 1 —t = —t implica
1=0) = t=1/2 = Q=P/2+P/2=P. O

3. Sea I € R? una recta.
a) Demuestra que existe un vector v € R? tal que para todo P, P» € [ existe un A € R tal que
P, — P, = \v. Ademds, v es “tinico”, en el siguiente sentido: si v/ € R? es otro tal vector (o sea
para todo P, P> € [ existe un A’ € R tal que P, — P, = X'v') entonces v/ = ¢v para algun ¢ € R,

c#0.



> Sea Iy el conjunto de todas las diferencias de puntos en I, o sea lop = {P, — P» | P, P> € [}.
Veremos que (1) lp es una recta, paralela a I, que pasa por el origen, y (2) toda recta ly que pasa
por el origen esta “generada” por cualquer elemento no nulo; o sea, si fijamos un elemento no nulo
vy € lg, entonces Iy = {Avg|X € R}.

(1) Sea Az + By + C = 0 una ecuacién paraly P, P» € [, con P; = (x;,y;). Tenemos entonces que
Az;+ By;+C; =0,i = 1,2. Restando estas dos ecuaciones se obtiene A(xy —z2)+ B(y1 —y2) = 0.
O sea, las coordenadas de P, — P, satisfacen la ecuacién Az + By = 0, lo cual es la ecuacién de
una recta, paralela a [, que pasa por el origen.

Por otro lado, si (z,y) satiface Az + By = 0, y P; = (z1,%) es cualquer punto en [, entonces
Azxy + By + C; =0, y sumando esto con Az + By = 0 se obtiene A(zx +z1) — By +y0) + C = 0.
Asf que si definimos Py = (22, y2) por &2 = x+1, Y2 = y+y1 se tiene que Py € Ly Py — P> = (z,y).

Hemos demostrado entonces en los ultimos dos parafos que [y es el conjunto de soluciones de
Az + By =0.

(2) Sea ahora Iy una recta que pasa por el origen, con ecuacién Az + By = 0, y sea vo = (xo, o)
un elemento no nulo de Iy, o sea Axg + Byy = 0. Multiplicando esta ecuacién por un A € R se
tiene que A(Axg)+ B(Ayo) = 0, asi que Avg € ly. Ahora vemos que de este modo se obtienen todos
los elementos de ly. Sea v = (z,y) € [, 0 sea Ax + By = 0. Como Py # (0,0), se tiene que o # 0
oyo #0.8Sizg #0, entonces Azg + Byg =0 = A = —Byo/zo = B # 0 (de otro modo
tendriamos de la dltima ecuacién que tambien A = 0) — y = —Az/B = —(—Byo/x0)xz/B =
(x/xp)yo, asi que v = Avg con A = x/xq. Si yo # 0 tenemos un argumento similar con A = y/yo.

Asi que hemos demostrado que lop = {Avg | A € R}.

En conclusién, hemos demostrado en (1) y (2), que si tomamos como v la diferencia de cualquer
par de puntos distinos en [, entonces la diferencia de cualquer otro par de puntos en [ es un
miltiplo de v. O

b) Sil estd dado por la ecuacién Az + By + C = 0, y si definimos N = (A4, B) entonces (v, N) = 0.

> En la demostracién del inciso anterior vimos que v es la diferencia de cualquer par de puntos
distintos en ! y sus coordenadas satifacen la ecuacién Az + By =0, o sea (v,N) = 0. g

¢) Para todo Q € R? existe un tinico punto Q* € I tal que para todo P € 1, dist(Q, P) > dist(Q,Q*),
con igualdad ssi P = Q™.

> Sean Py, P; €l dos puntos distintos en [. En el problema anterior vimos que todo punto P € [
es de la forma P, = (1 — t)Py + tP, para algun ¢t € R. Sea f(t) = ||P: — Q|>. Como f(t) es el
cuadrado de la distancia entre P; y ), se minimiza para los mismos puntos que se minimiza la
distancia. Ahora calculamos que f(t) = ||[(1 — )Py +tP — Q> = |[w + tv||*>, con w = Py — Q,
v =P — Py, asf que f(t) = ||v]|*t? + 2(v, w)t + ||w|]>. Esta es una funcién cuadrética, de la forma
at? + bt + ¢, con a = ||v]|? > 0, b = 2{v,w), ¢ = ||w]|?, por lo que su minimo (dnico) ocurre para
t* = —b/2a = —(v,w)/||v|]?, lo cual corresponde a Q* = w + t*v = w — (v, w)v/||v]]?. O
Nota: Mas tarde tendremos un interpretacién geométrica bonita para Q*.

4. Demuestra: los 3 medianos de un tridngulo pasan por un solo punto, que divide a cada mediano en la
proporcién 2:1. Es decir: dados 3 puntos distintos Py, Ps, P3 no colineales (=no estan sobre la misma
recta), sean Q1 = (Pa + P3)/2, Q2 = (P + P3)/2, Q3 = (P1 + P2)/2, y I; la recta que pasa por P;
y Qi, i = 1,2, 3. Entonces ly,ls,13 pasan por un solo punto Py. Ademads, dist(P;, Py) = 2dist( Py, Q;),
1=1,2,3.

> Sea Py = (P + Py + P;)/3. Entonces Py = (1/3)P1 + (2/3)[(P + P5)/2] = (1/3)P1 4+ (2/3)@1 lo cual
demuestra que Py € I3 (ver problema 2b). De manera similar se demuestra que Py € ls,l3, asi que Py
esta en la intersecciéon de Iy, 1o, 3.

Es el tinico punto de interseccién de estas 3 rectas, ya que si hubiera un punto distinto en la interseccién,
las 3 rectas hubieran coincidido (porque por cualquer 2 puntos distintos pasa una #nica recta), lo cual
implicaria que los 3 puntos Py, P», P3 son colineales.



El punto Py divide la distancia enttre @); y P; en la razon 2 : 1 ya que para i =1,2,3,
dist(Po, Qi) = [P0 — Qill = I[(1/3) P + (2/3)Qi] — Qill = I(1/3)(Ps — Qi)ll =
= (1/3)d28t(P, — Ql),

dist(Po, P;) = [P — Pill = [[[(1/3)Fi + (2/3)Q:] — Bill = |I(2/3)(Qi — Bi)|| =
= (2/3)dist(P; — Q).
O

. * (opcional) Demuestra que en la desigualdad del tridngulo, dist(Py, Ps) < dist(Py, P2) + dist( Pz, Ps),
tenemos igualdad ssi existe un t € R, 0 < ¢ < 1, tal que P, =tP; + (1 —¢)Ps.

>Si Py =tP + (1 —¢)P; parat € [0,1] entonces t,1 —t > 0 = dist(P, Py) + dist(Py, P3) =
|1 —[tPr+(1=2) Ps] || +[|[tPr +(1—8) P3| P3| = [[(1=) (1 —P3) ||+t (P —Ps) || = ([1=t|+[t)) || P — P || =
||P1 - P3|| = diSt(Pl,Pg).

Suponemos ahora que dist(Py, P3) = dist(Py, Py)+dist(Ps, P3). Si P, = P tenemos Py = tP+(1—t)P3
cont=1ysi P, = P;lotenemos con ¢t = 0. De otro modo, los vectores vi := P — P, y vy := P, — P3
no son nulos y satifacen ||vi|| + ||[vz|| = |[v1 + v2||. Tomando el caudrado de ambos lados tenemos
VA + [V 2 + 2V lvall = [vall? + Vel + 2(vi,v2) = [villllvall = (vi,vs) = existe un
A € R tal que vo = Avy (caso de igualdad en la desigualdad de Cauchy Schwartz). Sustituyendo en
[[villl[vall = (v1,v2) tenemos que A = |A| por lo que A > 0. Sea t = A/(1 + \). Entocnes 0 < ¢t < 1
y t(Pl - Pg) = t[(Pl - Pg) + (Pg — Pg)] = t(V1 + Vg) = t(Vl + /\Vl) = t(l + )\)Vl = )\Vl = Vo =
PQ—P3:>Pg:P3+t(P1—P3):tP1+(].—t)P3. O



