Representaciones de grupos, CIMAT, ene-jun, 2008

Notas num. 1

Definicién. Una representacién (lineal) de un grupo G en un espacio vectorial V' es un homo-
morfismo de grupos p : G — GL(V), donde GL(V) es el grupo de transformaciones lineales
invertibles V' — V. La representacién es de dimensién finita (compleja, real, etc.) si V' es de
dimensién finita (complejo, real, etc.).

Definicién. Dos representaciones (p1, V1), (p2, V2) de un grupo G son equivalentes, p; ~ po, si
existe un isomorfismo lineal 7' : V; — V; tal que po(g) o T = T o po(g) para todo g € G.
Ejemplo. Sea G = Zy, w = ™V p,: G — C* = GL(C), dada por py([k]) = w*, 0 < k,1 <
N — 1. Son N representaciones complejas distintas de dimensién 1, no equivalentes.

—1.1. Toda representacion lineal compleja de dimensiéon 1 de Zy es equivalente a una de las
pi, 0 << N.

Definicién. Dada una representacion (p, V) de un grupo G la representacién dual (p*, V*)
estd dada por p*(g) := [p(g—H)]*.

—1.2. Para G = Zy, demuestra que (p;)* ~ pn_;.
Definicién. La suma directa de dos representaciones (p1, Vi), (p2, V2) es la representacion
(p1 @ p2, V1 @ V2), dada por (p1 @ p2)(9) = p1(g) ® p2(9)-

—1.3. Toda representacién lineal compleja de dimensién finita de G = Zy es equivalente a una
suma directa de las p;’s.

—1.4. Se define una representacién de Zz en C* por p([1])(z1, 22, 23) = (22, 23, 21 ). Descomponer
esta representacion en la suma directa de 3 reprsentaciones de dimesnion 1.

Definicién. El producto tensorial de dos representaciones (p1, V1), (p2, V2) es la representacion
(1 @ pa2, V1 ® V3), dada por (p1 ® p2)(g) = p1(g) ® pa(g)-

—1.5. Para G = Zy, demuestra que p; = p1 ® ... ® py (I veces).

—1.6. Sean (p1, V1), (p2, Vo) dos representaciones de un grupo G. Se define Hom(V1,V;) como
el espacio de todas transformaciones lineales entre Vi y V5 con p : G — GL(Hom(V1,V3)) dado
por p(g)T = pa(g) o T o pi(g~1). Demuestra que (p, Hom(Vy, V3)) es una representacion y que
es equivalente a (po ® pf, Vo @ V/).

Definicién. Una representacién (p, V') de un grupo G es irreducible si los inicos subespacios
de V invariantes bajo G son todo V' y el subespacio nulo.

Ejemplo. Toda representacion de dimensién uno es irreducible.
—1.7. La representacién “obvia” de GL,(C) en C", p(g) = g, es irreducible.
El lema de Schur. Si (p, V') es una representacién compleja irreducible y T: V' — V es una

transformacion lineal G-equivariante, i.e. T o p(g) = p(g) o T para todo g € G, entonces T es
un miultiplo de la identitad, T = A\, A € C.

Demostracién: Sea A un valor propio de T. Entonces W := Ker(T — M) # {0} y es G-
invariante, asi que W = V. U

Corolario. Una representacion compleja irreducible de un grupo abeliano es de dimensién 1.
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Demostracién: Para todo g € G, p(g) es G-equivariante, asi que un multiplo de la identidad.

Asi que todo subespacio de V' es G-invariante, por lo que V' debe ser 1 dimensional. U

—1.8. Sean (p1, V1), (po, V2) dos representaciones irreducibles complejas y T : V3 — V5 una
transformacién lineal G-equivariante. Si V; y V5 son equivalentes, o sea existe un isomorfismo
G-equivariante Ty : Vi — V5, entonces T' = X1y, A € C. Si V; y V5 no son equivalentes entonces
T =0.

—1.9. Cierto o Falso: el producto tensorial de dos representaciones irreducibles es irreducible.

—1.10. Encontrar un ejemplo de una representacién que no es irreducible pero que no es la
suma directa de irreducibles.

—1.11. La representacién dual a una representacion irreducible es irreducible.

—1.12. Sea V una representacién compleja de un grupo. Demuestra que la representacién
V&...®V (k veces) es isomorfa a la representacion V @ C¥, donde C* es la repersentacién
trivial.

—1.13. Para una representacién V' de un grupo G se denota por Endg (V) el espacio de los
endomorfismos V' — V que conmutan con . Asi que el lema de Schur afirma que si V
es irreducible compleja, Endg(V) = CIy (mdltiplos complejos del endomorfismo identidad
de V). Demuestra la siguiente generalizacién del lema de Schur: si V' es la suma directa de
representaciones irreducibles Vi, ..., V;, donde V; aparece con multiplicidad m;, o sea V =
@;m;V; = &;[V; ® C™], v donde los V;’s son irreducibles distintos (i.e. no equivalentes entre
si), entonces Endg (V) = &Iy, ® End(C™)].

—1.14. Se toma un poligono con N vértices y se asigna un nimero real a cada vértice. Luego se
define una nueva asignacion de nimeros a los vértices del poligono al sustituir cada nimero por
el promedio de sus dos vecinos. Estudia el comportamiento de este proceso al iterarlo muchas
veces. (Sugerencia: los casos de N par e impar son distintos).

Definicién. Una representaciéon compleja (p, V') de un grupo G es unitaria si existe en V' un
producto hermitiano G-invariante. O sea, existe una funcién (-,-) : V".x V' — C, lineal en la
primera entrada, anti-lineal en la segunda, simétrica conjugada, positiva definida, y tal que
(p(g)v1, p(g)v2) = (v1,v2) para todo g € G.

Proposicion. Toda representacién unitaria de dimension finita es completamente reducible,
i.e. es la suma directa de representaciones irreducibles.

Demostracion: Por induccion sobre la dimension de la representacion. Si W C V es un
subespacio invariante, entonces su complemento ortogonal tambien lo es. O

Teorema. Toda representacién de dimensién finita de un grupo finito es unitaria.

Demostracién: Sea (-,-)g cualquer producto hermitiano en V' y verifique que (v;-,vy-) =
(L/#G) >  ca{p(g)v1, p(g)v2) es un producto hermitiano G-invariante. O

Corolario. Toda representaciéon de dimensién finita de un grupo finito es la suma directa de
representaciones irreducibles.

Corolario. Toda representacién compleja de dimensién finita de un grupo finito abeliano es
la suma directa de representaciones unidimensionales (ver ejr. 1.3).

Definicién. Sea G un grupo finito. La dlgebra de grupo de G es el espacio vectorial C[G]|
de todas las funciones complejas G — C. Se define en C[G] dos representaciones de G: la



representaciéon regular izquierda (pr,C|[G]) estd dada por (pr(g9)f)(z)
representacién regular derecha (pg, C[G]) estd dada por (pr(9)f)(z)

en C[G] el producto hermitiano (fi, fo) = (1/#G) 3 ¢ f1(g ) f2(9).

Proposicién. El producto hermitiano en C[G] es bi-invarinate, i.e. invariante por las repre-
sentaciones izquierda y derecha.
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