
Representaciones de grupos, CIMAT, ene-jun, 2008

Notas n�um. 3

Tablas de caracteres de grupos �nitos.
Las columnas (verticales) estan etiquetadas por las clases de equivalencia de representaciones

irreducibles (elementos de Ĝ). Las �las (horizontales) por las clases de conjugaci�on del grupo.
Se forma un \cuadrado m�agico".

Ejemplo. G = S3:

C #C 1 signo C
2

C
3

1 1 1 1 2 3
(12) 3 1 �1 0 1
(123) 2 1 1 �1 0

Explicaci�on.

En la primera columna aparece una lista de las clases de conjugaci�on del grupo (un
representante de cada clase). En la segunda columna el n�umero de elementos de cada
clase. En la primera �la (entre las dos doble-l��neas verticales k) aparece una lista de
las representaciones irreducibles: \1" es la representaci�on trivial (en C), \signo" es la
representaci�on de dim=1 que asigna 1 a las permutaciones pares y -1 a las impares.
C

2 es la representaci�on irreducible de dim=2 (solo hay una). C3 es la representaci�on
asociada a la acci�on natural de S3 en f1; 2; 3g. Esta no es irreducible pero es �util porque
es f�acil calcular su caracter (contando el n�umero de puntos �jos de una permutaci�on) y
tenemos que C3 = C

2� 1, por lo que podemos calcular el caracter de C2. Pero tambi�en
se puede calcular el caracter de C2 puramente de las propiedades generales de la tabla
de caracteres.
La relaci�on de ortogonalidad h��; ��0i = ���0 se traduce a

1

#G

X

C

(#C)��(C)��0(C) = ���0 :

Esta es una relaci�on de ortogonalidad entre las columnas de la tabla.
Si multiplicamos cada entrada ��(C) de la tabla por

p
#C=#G obtenemos una maztriz

cuyas columnas forman una base ortonormal, o sea matriz ortogonal, as�� que sus �las
forman tambi�en una base ortonormal. Esto da
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��(C)��(C
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:

Esta es una relaci�on de ortogonalidad entre las �las de la tabla.
De la tabla de caracteres del grupo obtenemos la estructura del anillo de represen-

taciones del grupo, R(G). Es el anillo generado por los elementos de Ĝ con la suma
dada por suma directa y producto dado por el producto tensorial. Podemos pensar en
este anillo como el subconjunto de C[G] que consiste en las combinaciones lineales con
coe�cientes enteras de los caracteres de representaciones irreducibles, con la suma y
producto ordinario de funciones. Los elementos de R(G) se llaman a veces represen-
taciones virtuales. Las representaciones \verdaderas" de G estan incluidas en R(G)

como las combinaciones lineales de los elementos de Ĝ con coe�cientes no-negativas.
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Por ejemplo, para G = S3, denotamos � = signo, � = C
2. Entonces tenemos de la tabla

de caracteres que R(S3) = fa + b� + c�ja; b; c 2 Zg con el producto determinado por
las relaciones, �2 = 1; �� = �, �2 = 1 + � + �.

!3.1. Descomponer �10 en suma directa de irreducibles.

Sugerencia: de�ne M� 2 End(R(S3)) como � 7! �� y diagonaliza su matriz con respecto a la
base 1; �; �.

!3.2. Descomponer la representaci�on S10(�) (la d�ecima potencia sim�etrica de �) en irreducibles.

Sugerencia: calculamos primero S2(�). Tenemos que �2 = S2(�)+�2(�). Ahora para cualquer
representaci�on � de dimensi�on d, �d(�) = det(�) (la representaci�on unidimensional que manda
g 2 G a det(�(g))). Ahora demuestra que det(�) = � as�� que S2(�) = 1 + �:

!3.3. Sea V = C[z1; z2; z3] (el espacio de polinomios en 3 variables con coe�cientes complejas).
V est�a equipado con una representaci�on \obvia" de G = S3, la que permuta las variables de
un polinomio. El subespacio Vd � V que consiste en polinomios homogeneos de grado d es
invariante bajo G. Encontrar la descomposici�on de V10 en irreducibles.

Sugerencia: Vd = Sd(V1) y V1 � 1 + �:

Nota: \encontrar la descomposici�on en irreducibles" de una representaci�on V tiene dos sentidos
distintos. El primero signi�ca encontrar subespacios invariantes irreducibles Vi � V tal que V
es la suma directa de los Vi's. El segundo es escribir a la clase de V en R(G) como combinaci�on

lineal de elementos de Ĝ, o sea encontrar la clase de equivalencia de cada Vi, sin encontrar los
Vi's mismos. La segunda tarea es mucha m�as f�acil que la primera, usando la tabla de caracteres
del grupo y la estrucura de R(G).

!3.4. Construir la tabla de caracteres de S4, A4 (el subgrupo de S4 de permutaciones pares), Zn,
Dn (el grupo de isometrias de un pol��gono regular de n lados). Nota que D3 = S3. Determina
la tabla de multiplicaci�on de R(G) en cada caso.

!3.5. (Opcional) Construir la tabla de caracteres del grupo de cuaterniones f�1;�i;�j;�kg.

(En construcci�on. Actualizado: 3 de marzo, 2008).


