Algebra lineal I, FAMAT, ene-jun, 2009

Examen parcial 2 — soluciones
Viernes, 22 mayo, 2009

1. (20 pts) Encuentra una base para el espacio de soluciones del sistema de ecuaciones

T+2y+3z+4w = 0
5z + 6y + 7z + 8w 0

> Llevamos la matriz de coeficientes a su forma esclonada candnica por equivalencia de filas:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 -1 -2
5 6 7 8 0 -4 -8 -12 01 2 3 0 1 2 3 )’
asi que se puede tomar z,w como variables libres. Tomando z = 1,w = 0 obtenemos z — 1 =

0,y+2=0 = z =1,y = —2, luego tomando z = 0,w = 1 obtenemos t —2=0,y+3 =0 —
x = 2,y = —3, as{ que una base para el espacio de soluciones es

U1 = (17 _27 170)3 Vg = (2a _3707 1)
(I

2. (20 pts) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y T : V' — V una transformacion lineal.
Demuestra que T es invertible si y solo si para cada conjunto de vectores linealmente independiente
{v1,...,0} CV, {Twy,...,Tvg} es linealmente independiente.

> Sea T invertible, {vy,..., v} linealmente independiente y demostramos que {Tvy,...,Tv} es
linealmente independiente. Sean ¢y, ...,c, escalares tales que ) .¢;Tv; = 0. Como T es lineal
= T3, cv) =2 ,¢Tv; =0 = >, cv; =0 (porque T es inyectiva) = ¢ = ... = ¢, =
O(porque {vy,...,v;} es linealmente independiente = {Twq,...,Tv;} es linealmente indepen-
diente.

Suponemos ahora que T' manda conjuntos linealmente independientes a conjuntos linealmente
independientes. Para ver que T es invertible basta ver que ker(T) es trivial. Sea v € ker(T).
Si v # 0 entonces {v} es un conjunto linealmente independiente, asi que, por hipétesis, {Tv} es
linealmente indpendiente = T'v # 0, contradiciendo v € ker(T), as{ que ker(T) = {0}. O

3. (60 pts) Sea V C R[z] el espacio de polinomios de grado < 3. Sea D : V — V la derivada,
D p(z) = p'(2).

a) Encuentra una base para el kernel y la imagen de D.

> El kernel de D son los polinomios constantes, as{ que podemos tomar como base para ker(D)
el polinomio constante 1. La imagen son los polinomios de grado < 2, asi que podemos tomar
como una base para Im(D) los tres polinomios {1, z,z?}. O

b) Encuentra los valores de A € R para los cuales D — AI es invertible, y para tales valores
encuentra la inversa. (Nota: I es la transformacién identidad V' — V).

> Una manera de hacer este ejercicio es notar que D* = 0 y usar la observacién (hecha
en clase) que si N es un operador lineal nilpotente (una potencia de N se anula) I — N es
invertible, con inversa dada por la suma (finita)

(I-N)'=T+N+N*+N*+....

(Esto est4 inspirado obviamente por la formula 1/(1 —z) =1+ z + 22 + 25 +...).
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En nuestro caso, tenemos que D no es invertible (ya que tiene kernel no trivial) y que para
A#0que D— A = (=)\)(I —D/X), asi que D — Al es invertible con inversa dada por
_ 1 _ 1 D D? D3
(D—=XI)"!= —X(I—D/)\) b= _X(IJ’XJFVJ“F)'
Usando esta expresién podemos facilmente calcular la matriz de (D — AI)™! en la base a =
{17'T7:I:27m3} :

A2 AZ 20 3
1 0 A% 2X\2 6A
-1 _
[(D - )\I) ]Ot - )\4 0 0 AS 3A3
0 0 0 A3

Encuentra los valores propios de D y sus vectores propios asociados.

> Del inciso anterior, el tnico valor propio de D es A = 0; los vectores propios asociados son
los polinomios constantes (distintos de 0). O
Encuentra las matrices A, B que representan a D con respecto a las bases (a) {1,z,z2, 2%}
(para A), (b) {1,1+ =z, 1+ 2+ 2% 1+ 2+ 2% + 23} (para B).

> (a) Sea a = {1,x,22,2%}. Tenemos que D(1) = 0, D(z) = 1, D(2?) = 22 y D(2®) = 322,
asi que

[D]a =

OO OO
oo o
O O N O
O W o O

(b). Para 8 = {1,1+z,1+ 2+ 2?1+ 2+ 2? + 2%} tenemos que D(1) =0, D(1+ z) = 1,
D(1+z+2?) = 1422 = 2(1+z)—1, D(1+z+2*423) = 1+22+32? = 3(1+z+2?)—(1+z)—1,
asi que

01 -1 -1
00 2 -1
[D]B_ooos
00 0 0

Encuentra una matriz 4 x 4 invertible P tal que A = PBP~!, donde A, B son las matrices
del inciso anterior.

> Sea S, : R?* — V la tranformacién lineal que manda la base canénica de R* a o y S5 :
R* — V la tranformacién lineal que manda la base canénica de R* a 3. Entonces, A = [D], =
(Sa)™'DS, vy B =[D]s = (S) "1 DSz (esto se ha visto en clase; es facil verifacar esta férmula
aplicando ambos lados a la base canénica de R*.)

Ahora calculamos

= (S4)"'DSa = (S4) ' 95(S5) ' DSpS5 ' Sa =[S, ' 95185 DSs[S,  S5] " =
= [Sa'SslBlS, Ssl
asi que si definimos
P .= 5;155

tendremos que A = PBP~L.

Ahora para calcular P, notamos primero que la columna j de P estd dada por Pe; (donde
e1,...,e4 es la base canénica de RY). Luego, Pe; = S, 1(Sge;), lo cual estd dado, por la
definicién de S, y S3, por los coeficientes del elemento j de la base 8 con respecto a la base
a. Asi que



oo O
SO ==
S~ R
— ==

f) Cierto o Falso: D es diagonalizable.

> Falso, ya que para ser diagonalizable un operador debe tener una base de vectores propios,
mientras que todos los vectores propios de D estan contenidos en un subespacio de dimensién
1 (los polinomios constantes). O



