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Para leer este libro no se requie-
ren conocimientos especiales, sino
sélo aquellos que cstin contenidos
en el programa escolar del noveno
grado. No obstante, este libro esta
escrito para estudiarlo sistemati-
camente y no para leerlo somera-
mente; por esto, su lectura puede
resultar algo dificil. Para faeili-
tarle su trayectoria por el libro
introduciremos en los margenes
“las sefiales del transito”. Cuando
lea, ponga atencidn en ellas.

La sefial “Estacionamiento per-
mitido” destaca aquellas partes
gque contienen conocimientos ba-
sicos, para la comprension de los
materiales ulteriores, tales como:
definiciones, formulas, elc. Frente
a este signo debe delenerse, leer
csta parte varias veces ¢ impres-
cindiblemente memorizarla.

La sefial “Pendiente empinada” se
encuentra en aquellos lugares que
contienen el material mas dificil. Si
esta parte esta escrita con caracteres
pequefios, se puede leerla después.

Cuando vea la sefial “Curva peli-
grosa”, ponga especial atencion. Fre-
cuentemente esta sefial se encuentra
en aquellas partes que a primera
vista parecen ser ficiles y simples.
Sin embargo, si no se analizan con
la debida atencién, mas adelante
pueden producirse serios errores.

La solucién de problemas tiene
un valor significativo. !Resuél-
valos, ohligatoriamente! Le desea-
inosg éxito eun los estudioes.

Los autores
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Cuando Ud. lea en el periddico
un comunicado referente al lanza-
miento de un noevo sputnik, ponga
atencion a las siguientes palabras:
“El sputnik se puso en una drbita
muy préxima a la calculada.” (Ha
pensado Ud. cémo es posible hacer
este calculo, o sea, determinar
numéricamente la orbita del sput-
nik que es una linea? Pues, para
esto es necesario ser capaz de tra-
ducir los conceptos geométricos al
lenguaje numérico y sobre todo
saber determinar numéricamente la
situacién de un punto en el espacio
(en el plano, en la superficie de
la Tierra, etc.}).

El método de coordenadas es
un procedimiento para determi-
nar la posicion de un punto o de
un cuerpo mediante nimeros w
otros simbolos.

Los nimeros, mediante log cua-
les se determina la posicion de
un punto se llaman coordenadas
del mismo.

Las coordenadas geograficas, que
Uds. eonocen muy bien, determinan
la situacién de un punto. en una
superficie (en la superficie de la
Tierra); cada punto de la superfi-
cie terrestre tiene dos coordenadas:
la longitud y la latitud.

Para determinar la situacion de
un punto en el espacio se necesitan
lres nameros en vez de dos. Por
cjemplo, para determinar la posi-
cién de un sputnik se puede indi-
car, ademds de la longitud y la
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latitud del puuve sobre el cual so
encuentra, la altura de éste sobre
la superficie terrestre.

Si se conoce la trayectoria del
sputnik, es decir, la linea por la
cual se mueve, para determinar
su posicién en esta linea essuficien-
te dar un namero; por ejemplo,
se puede indicar la distancia re-
corrida por el sputnik desde algin
punto de la irayectoria.

El método de coordenadas se
aplica exactamente igual para de-
terminar la posicion de un punto
en la via férrea: se indica el ni-
mero del poste de kilometraje.
Este niimero es la coordenada del
punto en la via férrea. Por ejemplo,
en la designacién “Plataforma-ki-
lémetro 42”, el nimero 42 es la
coordenada de la estaci6n.

En el juego del ajedrez se em-
plean unas coordenadas peculia-
res, la posicion de las piezas en el
tablero se determina mediante le-
iras y wumeros. Las filas verticales
de los escaques se designan por
letras del alfabeto latino vy las
horizontales, por cifras. A cada
escaque del tablero le corresponde
una letra que indica la fila verti-
cal en la cual se encuentra el
escaque y una cifra que indica la
fila horizontal. En nuestro dibujo
el peén blanco se encuentra en el

1 A veces se dice que la linea tiene
voa dimensién, la superficie dos v el
espacio tres dimensiones. Con otras pa-
labras, el nimero de dimensiones de
una linea, de una superficie o del espacio
¢3 el nimero de coordenadas que deter-
minan, en cada caso, la posicién de un
punto.
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escaque a2, y el negro, en el c4.
De este modo, se puede considerar
que a2 son las coordenadas del pedn
blanco y c4, las del negro.

La aplicacién de coordenadas
permite jugar al ajedrez por co-
rrespondencia. Para comunicar la
jugada no es necesario dibujar
el tablero y la disposicién de las
figuras, sino es suficiente decir,
por ejemplo: “el gran maestro jugod
e2 — e4” y ya todos sabrin ¢émo
empez6 la partida.

Las coordenadas que se emplean
en las matemdticas permiten de-
terminar numéricamente la posi-
¢ibn de un punto cualquiera del
espacio, del plano o de la linea.
Esto da la posibilidad de “cifrar”
diversos tipos de figuras, o sea,
representarlas numéricamente. En
el ejercicio 1 del péarrafo 4 Ud.
encontrara un ejemplo de cifrado
semejante.

El método de coordenadas liene
una importancia especial, por cuan-
to permite el empleo de las ma-
quinas calculadoras modernas no
sblo en los computos de diferantes
tipos, sino también para la resolu-
cién de problemas geométricos y
para la investigacién de relaciones
y de elementos geométricos de
cualquier naturaleza.



u ;
Capftlllo | § 1. Las coordenadas del punto en

la recta

Comenzaremos el estudio de las
coordenadas que se emplean en las
matemdticas, analizando el caso
mas, simple: la determinacién de
la posicion de un punto en una
recta.

1. El efe numérico

Para determinar la posicién de
un punto en una recta se procede
del modo siguiente: se elige en la
recta un punto u origen de referen-
cia (un punto cualquiera Q), una
unidad de medida (el segmento ¢)
y una direccion, la cual se considera
positiva (en la fig, 1 estd indicada
con una flecha).

El eje numérico es la recta en la
que estdn indicados el origen de
referencia, la unidad de medida y
la direccién positiva. Para deter-
minar la posi¢ién de un punto en
el eje numérico es suficiente de-
signar un niimero, por ejemplo
+95. Esto significa que el punto
se encuentra a una distancia de
5 unidades de medida del origen
de referencia en la direccién po-
sitiva,

La coordenada de un punto en
el eje numérico, es el nimero que
determina la posicién del punto
en este eje.

La coordenada del punto en e!
eje numérico es igual a la distancia

12
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enire el punto y el origen de refe-
rencia, la cual se expresa en la
unidad de medida elegida y se
considera con signo més, si el
punto se encuentra en la direccién
positiva del origen, y con signo
menos en el caso contrario. Fre-
cuentemente, el origen de refe-
rencia se llama origen de coorde-
nadas. La coordenada del origen
(el punto Q) es igual a cero.

Se emplean notaciones del si-
guiente tipo: M(—17), N{a), etc.
La primera de ellas designa el
punto M con coordenada menos
siete y la segunda, el punto N
con coordenada a. Generalmente,
en forma abreviada se dice: “el

LA )

punto menos siete”, “el punto a”, etc.

De esta forma hemos establecido
una correspondencia entre los nimeros
y los puntos de la linea recta. De donde
resulla, que a cada punto de la recta
corresponde un nomero determinndu:
su coordenada, y a cada namero (en esta
misma corvespondencia), un punto de-
terminado de la recta, a dos puntos
diferentes corresponden dos nimeros dis-
tintos. En matemé#tica, este tipo de
correspondencia se llama correspondencia
biunivoca. A primera vista, parece que
es muy simple establecer una correspon-
dencia biunivoca entre los puntos de
la recla y los nimeros. Sin embargn,
cuando los matemaéticos pensaron en
esto, resultd que para explicar el sentido
exacto de las palabras que forman esta
frase, era necesario crear una gran teoria
complicada. Asi pues, inmed;atamente
surgen dos simples preguntas dificiles
de contestar: ;Qué es niimero? y (Qué se
debe entender por punto?

Estos problemus se reoficren a los
lHamados fundamentos de }a geometria
y a la axiomdtica de los nimeros. Mis
adelante, en otras nuestras publicacio-
nes, estudiaremons estns prnblemas més
detalladamente.
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A pesar de que la cuestién sobre
la determinacion de la situacién
de un punto en la recta es excesi-
vamente simple, es necesario ana-
lizarla atentamente para habituarse
a ver en las relaciones numéricas,
las geométiricas y viceversa.

Hégase un control.

Si Ud. comprendid correctamente
el pédrrafo 1, sin ninguna dificul-
tad resolverd los ejercicios que le
proponemos. Si ne puede resolver
estos cjercicios significard que Ud.
omitié algo o no lo comprendié.
Entonces, vuelva atrds y lea nue-
vamente este apartado.

Ejercicios.

1. a) Marque en el eje numérico
los puntos A(—2), B (13/3), K(0)

b) Marque en el eje numérico
el punto AM(2). Encuentre en el
ejc numérico dos puntos 4 y B
que ecstén a la distancia de tres
unidades del punte M. (Cuiles
son las coordenadas de los puntos
Ay B? .

2. a) Se sabe que el punto A(a)
se encuentra a la derecha ¥ del
punto B(b). ;Cuédl niimero es mayor
a o b?

b) Sin dibujar los puntos en el
eje numérice, diga ¢cual de los
dos puntos esta mis a la derecha:
A(=3) & B(—4), A(3) 6 B(4),
A(—=3) 6 B(4), A(3) 6 B(—4)?

3. ¢Cual de los dos puntos estd
mas a la derecha: A(a) 6 B(—a)?

B Aqui y més adelante se supone
que la situacién del eje es horizontal y
la direccion positiva es la que va de la
izquierda hacia la derecha.
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Respuesta. No se sabe, ya que de-
pende del valor que adquiera a. Si a
es un nitmero positivo, 4 se encuentra
a la derecha de B: si a es un nimero
negativo, entonces B estd a la derecha
de A pero, si =0, los puntos A ¥ B
coinciden.

4. Piense cual de los dos puntos
estd a la derecha: a) M(z} 6 N(2z);
b) A(c) 6 Ble+2); ¢) A(z) & B(z*)
d) A(z) 6 Blr—a).

Respuesta al cjercicio 4d. 8i a es
mayor que cery, a la derecha eslard A;
si ¢ es menur que cero, entonces u la
derecha estard B. Si a=0, 4 y B coin-
ciden.

5. Marque en el eje numérico
los puntos A(—5) y B(7). En-
cuentre la coordenada del punte
medio del segmento AB.

6. Sefale en el eje numérico, con
un ldpiz rejo, los puntos cuyas
coordenadas son: a) nhmeros en-
teros; b) niuneros positivos.

7. Seiiale en el eje numérico
todos los punlos z, para los cuales
se cumple: a) x<<2; b) 2=
¢) 2<x<<h; d)—3Y  LeLhe)r —3<C
<5; f) z%<1.

2. El valor absoluio del niimero

El valor absoluto de un ntmero
a {0 médulo del nimero a) es la
distancia desde el punto A(a) hasta
el origen de coordenadas.

El médulo del niimero a se de-
signa colocando el niimero a entre
unas lineas verticales: |a|, es el
modnio de «a.

Ejemplo, |—3|=3, [/sl=1

Como los punios @ y —ea estdn
situados a igual distaneia del ori-
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gen de coordenadas, los numeros
a y —a tienen igual valor absoluto;
ja|=|—al. '

De aqui se deduce que

si a>0, entonces, |a|=a,
si @< 0, entonces, [a|=-—aq,
si a=0, entonces, |a|=0.

Ejercicios.

1. ¢Dénde estan sitnados en el
eje numérico los puntos =z, para
los cuales se cumple: a) z=2;
b) |z|>3; ¢} jx|<L5; d) 3<C|rf<5?

Resolucidn del ejercicio 16, Si z es
un numero positivo, entonces |z]==z,
¥ por consiguiente. z>3; si z un na-
mero negativo, entonces |z|=—z, en
este casn, de la desigualdad —z>3 se
deduce que z<—3.

Hespuesia al ejercicio 1b. Los puntos
estdn situados a la izquierda del punto
—3 y a la derecha del punto 3. Esta
respuesta se puede ubtener méas ripida-
mente, si se Liene en cuenta que |z} ¢s
la distancia del pumto z al origen de
coordenadas. Entonces, es evidente que
los puntos huscados estdn situados a
una distancia mayor que 3 del origen de
coordenadas.

2. iCémo escribir sin signo de
médule las siguientes expresiones:
a) |e*|; b) la—b|, si e>>b;
¢) la — b|, si a<<b; d) |—al, si a
es un numero negativo?

3. ¢Cuales son los valores que

puede tomar la expresién [L:-I?

4, Se sabe que |z — 3|=2—3.
¢Qué valores puede Llomar z?

5. Seflale en el eje numérico
donde estdn situados los puntos,
para los cuales se cumple: Jx — 2|=
=2 — 2z,

16



6. Resuelva las ecuaciones:

a) |z — 2|=3; b} jz+1 |4 z42{=
=2; ¢) |z4-1|4[z+2]=1.

Resolucidn del ejercicio 6. Como |a)j=a
para az=0 ¥ laj/=—a para a<0, las
expresiones [z-+1] y (x+2] ese abren»
de diferente forma, segin sea el signo
que tengan las expresiones comprendidas
bajo el signo médulo. Por esto, divida-
mos todo el cunjunto dc valores de x
en ires partes (fig. 2).

r>=—1,
—2 << a<t—1,
T —2,

y estudiemos cada una de ellas separada-
mente. ¥
1) #==—1. Para estos valores de =
tenemos:
z2+120 y z+2>0

Por consiguiente, |z1|=z2-1 y |z42|=
=z+2. La ecuacion &) tiene la forma
2x+3==2. La raiz de esta ecuacién —!1/,
satisface a nuestra condicién zz=—1.
2) Para —2<z<—1 la ecuacién
toma la forma 1=2 (jCompruébelol).
Esto significa que ningin valor con-
tenido entre —2 y —1 satisface a la
ecuacion b),
3) El caso z=o—2 véalo Ud. mismo.
Respuesta al ejercicio 6b. La ecuacién
|41+ |z+2=2 tiene dos raices: —1/,
-]
y H!:puesm al ejercicio 6¢. La ecuacion
tiene infinitas soluciones: el conjunto
de todas las soluciones estd comprendido
en ol segmento —2sgrsg—1; es deeir,
todo nimero mayor o igual a —2 y menor
o igual a —1 satisface a la ecuacién.

3. Distancia entre dos puntos

Comenzaremos c¢on unos ejerci-
cios. Hallese la distancia entre los

1 Los limites de cada una de estas
partes son aquellos puntos, en los que
se anula una de las expresiones conte-
nida bajo el signo moduilo.
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puntos
a) A(—T) y B(—2);

b) 4 (—s%) y B(—9).

Es facil resolver estos proble-

‘mas, ya que conociendo las ceor-

denadas de los puntos se puede
analizar qué punto estd mas a
la derecha y cual mas a la izquierda,
como estan situados con respecto
al origen de coordenadas, etc. Des-
pués de esto, es muy facil darse
cuenta c6mo se calcula la distancia
buscada.

Ahora le proponemos a Ud.
deducir una férmula general para
calenlar la distancia entre dos
puntos del eje nimerico, es decir,
resolver este problema:

Problema. Dados dos puntos A(z,)
v B(z,), determinar la distancia
p (A, B) entre ellos.?

Solucion. Como los valores par-
ticulares de las coordenadas de los
puntos son desconocidos, es nece-
sario analizar todos los casos po-
sibles de la posicidn relativa de los
puntos A, B y el origen de coor-
denadas O,

Tales casos son seis. Primera-
mente veamos tres casos en los
que el punto B estd a la derecha de
A (fig. 3).

Exn ¢l primero de ellos (fig. 3, a)
la distancia p(4, B) es igual a la
diferencia entre las distancias de
los puntos A y B respectivamente
al origen de coordenadas. Como

b Generalmente, para la designacion

de distancia se emplea la letra griegap
{¢eroe). La expresion p{d, B) representa
la distancia entre los puntes 4 y B.

18



en este caso x, y r, son positivos,
se liene:

p(A'J B)=32—1'1.

En el segundo caso (fig. 3, b),
la distancia es igual a la suma de
las distancias respectivas de los
puntos B y A al origen de coorde-
nadas, es decir:

p (A’ B):x2_‘r1!

puesto que en este caso z,; es po-
sitivo y z; es negativo.

Demuestre que en el tercer caso
(fig. 3, ¢) la distancia se calcula
por la misma férmula.

Los otros tres casos (fig. 4) se
diferencian de los analizados so-
lamente en que los puntos 4 y B
han cambiado sus funciones. Se
puede comprobar que en cada uno
de estos casos la distancia entre
los puntos 4 y B es ignal a

p{A, By=z,—z,.

De este modo en todos los casos
cuando z,>>z,, la distanecia p(4,
B) es igual a x,—z, y, en todos
los casos, para z,>>z,, esta dis-
tancia es igual a 2,—z,. Recor-
dando la definicién de madulo,
eslo se puede escribir mediante
una formula Gnica, vilida para los
$eis casos:

p(4, B)=|z,—=, |
Si se desea, se puede anotar esta
formula en la forma

p {4, By=|z;=~z,|.

Si se es demasiado meticuloso es
necesario analizar otro caso, cuan-
do x,=2,, es decir, cuando los

19
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puntos A y B coinciden. Es evi-
dente que alin en este caso

p {4, B)=|z,—z,|.

De esta forma el problema esta
completamenle resuelto,

Ejercicios.

1, Seiiale en el eje numérico
los puntos =z, para los cuales se
cumple a) p(x, 7)<3; b) |z—2|>1;
¢) Jz+3)=3.

2. En el eje numérico se dan dos
puntos A(z,) y B(x,}). Encontrar
la coordenada del punto medio
del segmento AB.

Observacién. Al resolver este pro-
blema Ud. debe estudiar todos los casos
posibles de ubicacién de los puntoz A
y B en el cje numérico o bién, escribir
una solucién tal gue sea inmediatamente
vilida para todos les casos.

3. Hallar la coordenada de un
punto que estd situado en el numé-
rico de tal modo que su distancia
al punto A(—9) es tres veces
menor que su distancia al punto
B(—3).

4. Resuelva ahora las ecuaciones
del ejercicio 6 del apartado 2
empleando el concepto de dis-
tancia entre dos puntos.

5. Resuelva las siguientes ecua-
ciones:

a) |z 34 |z—1=05;
by {z+ 3| +|z—1]|=4;

¢) lz+3|+jz—1)
d) |t 4 3|—]z—1]
I
l

I

&) {z-+3|—|z—1
f) |24 3|=|z-=1

20
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